版序 


新版《微分几何学》是从旧版改写成书的.在改写中， 将原来 
的文言改为现代用语，将过去用坐标法表达的方式都换成向董分 
析法，而且对部分记号也改为现在索用的形式，但是对原著的内容 
丝 亳未予更动.这项工作 基本上 是姜国英博士一个人做的，只是 
后来由于他的健康关系，§36以后的部分不得不由原著者自己来 


足成 


在 I 985 年理科数学、力学教材编审委员会几何、拓朴编审组 
会议上，与会专家提出了改写旧版《微分儿何学》的建议，理 由是: 
旧著内容比较丰富，把当时认为是新的一些成果也收进本文或方 
题里 ，尤 其是第三章线 汇论， 是建国以来同类教材中所不收进的 
会 议认为 ，这部教材体现了教学与科研相辅相成的精神，对高等院 

h 

校高年级学生和研究生会起到启发和提高的作用，因而决定由高 
等教育出版社把这本新版作为参考教材公诸于世. 

为了改进这本书的内容，以利于现代发展的需要，庠著者曾经 

打算用埤代的方式进行改编，把较难的习题改为本文的一段，或者 

， 

給它附上启发性解答，使读者能够更多地受益，但是限于时间和精 
力，这小设想可惜未能实现.此外，全书原稿虽然都经过原著者的 
校阅，但错误之处仍在所不免，希望读者隨时提出改正的意见. 

最后，对于姜国英同志十分周至而严密的改写，原著者表示衷 

r 

心的感谢.高等教育出版社张爱和同志为本书的出版尽了最大的 
努力，在此也表谢意. 


苏步青 


1987祀元月于上海复 R 太$ 


序 


旧 


本韦系案著者1931年至1947年在国立浙江大学所授之讲义 
而成，其间曾窜改增补五六次之多，记号务求简易，行文务求浅 
近. 参考英、美、德、法、意，日等国几何学者名著不下十种，所收习 
题较难者加上星号，并附原著者姓名及牟份，俾读者可获查考之 


怪路 


微分几何学一门占数学之一重要地位.尤以近年来相对论、 

电机学等方面需要绝对微分学殊殷，读学之运算与夫空间概念之 

推广殆有不可分离之势.故本书内特添一节 （§ 25), 作为导引.兹 

-当国内高等数学参考书缺乏之际，本韦如能有助于教学研究，亦著 

者之荣也.自愧学识谫薄，虽经十六年间之删补，而错误之处仍应 
不免，尚折海内学者教而正之. 

吴俊传、金褐临、杨忠道三学士协助本书校对，且杨君为绘插 
趨，对于三君特申谢意.正中书局总编辑吴士选先生多方协理本 
-书出版，尤深感激. 


一九四七年六月苏步青志于杭州浙大 
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论 


绪 


依照 F . Klein (1872) 的定义，我们是可以用几何学变换群对 

几何学进行分类的.详细地说，当已知一个几何学变换群 G 时,所 
谓属于 G 的几何学，就是研究图形在此群作用下的不变性质. 

几何学的研究对象是图形.按照所研究图形的性质，可芬成: 
两种情况进行讨论.第一种是关于全图形所具有的性质。例如, 

决定一条直线与一条圆锥曲线交点的问题 就歲干 此类娃质的何 

题，因为所求的交点是由直线与曲线的整体 位置决 定的. 第二种 
是关于图形的局部性质.例如，在曲线上一 点引曲线的切 钱就与 
这种性质有关，因为大 家知道 ，切线仅仅涉及到曲线在切点附近一 
阶展开的状况，而与曲线在其他部分的更改毫无关系.对后一性 
质的研究便属于经典微分几何的范畴. 

因为微分几何学是为了研究图形在其元素近旁性质商发展起 

来的一门学科，所以必然要运用函数及撖积分学作为工真.自古 
以来， Euler (1744) , Monge (1807), Lagrange (1813), Cauchy 

(1826) 等著名数学家把微积分学应用于曲线、曲面的研究 ，这 也是 

微分几何学 的开端 t 然而徵分几何这门学科的系统化則是与 a 
F . Gauss (1826) 的努力分不开的.另外，十九世纪时的几何学 
家，如 OSsian Bonnet ) Sophus Lie , E . Beltrami , 

J . Weingarten, G. Darbomc 等人对于微分几何学的发展都作出 

相当的 贡献. 详细情况可参看 Kiu > biauch 蕃的 《Grumilagen der 

Dif ferentialgeometrie (Leipalg, 1 913 ) • 

从 Klein 的分类方法来看，经典的微分几何学应隶属于 运动。 


CesAro, 


群， 所以经典微分几何学也称为运动几何学或初等微分几何学.如 

果我们用别的基本变 换群来替代运 动群，那么就能得到其他种类 

的微分几何学.这个想法的具体化便是二十世纪以来几何学的一 
系列新发展.例如 G. Fubini (1916). 的射影微分几何学， W. 


Blaschke (1916) 的仿射微分几何学， G . Thomsen 与 W . Bla ： 
schke (1923) 的保角微分几何学等都是在 Klein 的这个有深远 

影响的舉想 璜导下 产生的 • 

如上所逑，要创立新的几何学，改变基本变换群是一条途径, 


阻是更可以推广图形所在的空间，即推广普通的 S 维欧氏空间或 
更般的维欧氏空间. 1854 年， 


Riemann 把欧氏空间推广 
成軍7般的空间,创立了现代通称为黎曼几何学的新几何学科.接 

着， Q . Ricci - Curbastro ( J 9 00) 发埂了绝对微分学， A _ Einstein 

f 


( Mlf ) 首尜把它应用于相对论，第二年 (1917) 又有了 T . Levi - 

_ 

购平行概念.微分几何学发展到这里,获得了长足的进步. 
后来―七 A _ Schouten ( l 924 ) 首先发现几十年来指导几何学发展 

.的 Klein 分类法思想有缺陷，而就此作出了 改进. 现代所盛行的 

-驊锋理梅便是黎曼几何学更进 ^ 步的 谁广. 这方面的详细情况可 

D. J. Struig 著 _ <1^eory 

( 1934 )• 


f Linear Connections 》 


由此可见，初等微分几何学是一门古老陈旧的学科，固然无须 
多言，但它形成了现代微分几何学的基础，也是毋庸置疑的.初等 
輝分扎何学 所用的 研究工具大部分是微积分学，但必须揩出 ，我们 
研究的目标并非分析学，而是几何学.所以在学习时必须尽量避 
免繁 M 演算鈎影晌，重视对象的几何学意义. 

尤其值得注意_，近年来实函数论发展异常迅速.将这方 

面的思想应用于微分几何学,以求改进和推广,大有其人.这也是 
不容忽视的动向. 



第一章曲线论 


晓曲线的解析表示 


设2为一点的直交坐标. 
对于坐标轴的正方向有下列规定， 
即当我们头朝2轴正向且面向0：轴 

正向时,¥轴正向在左边(参贿图 1). 

| 

如果点 P 的坐标： r , y , z 都是同 
一个参数《的函数，即 


则由于 （的 变动，点 p 所画的轨迹称为一条空间曲线或挠曲线.反 

■ 

过来，已知一条挠曲线时，可把其上任何一点的坐标表示为形式 

• • 

(1) 的方程 • 因此,（1)称为这条曲线的解析表示.今后常把 （1) 式 

• • 

写成向量形式 


( 1 ) 


r = r(0 = (®(0 ， y ⑴ , 2 ⑴）， 

并假设三个函数：的第一、第二、第三阶导数均存 

在 且为纟 的连续 函数. 简言之，麻讨论的曲线属于 C 3 级.曲线 i 
参数为 < 的点 P 有时就简称为 Z 点或 /(£) 点. : 

A 

用 |1 设一直角三角纸片的一个锐角为现在把这纸片 
卷 ft —圆柱上，使0的一边与圆柱的一个法截圃重合，求另 一边所 

，成的曲线. 

. 以圓柱轴为2轴且取 A 


( 2 ) 


轴如图2,则容易知道所求曲线 


r(t) ^ (acosf, asin t 9 at tg0) 9 



第一章曲线 


P 


-a f — 一 


式中 a 是圆柱的 半径. 此曲 线称为 衊线. 

■ 

例2证明 ：曲线 (2) 在一定平面上的充要条件是 


y r 




(3> 


= 0 


y 


X: 


ft t 


y 


这里”，“〃”，分别表示一阶，二阶，三阶导数. 

证明设曲线 (2) 在一平面上，如记 n = ( a ， 6, c ) 为此平面的 

抹方向，则有 


n ^ r ( t ) = d 9 

这里的《，6, c ,/ 皆 为常数，且 a , &, c 不全 为零. 关于丨微分上式， 

依次得到 


( 4) 是关于 fl ， 6 ， c 韵线性方程组，由于中至少有一个示等于 

零，所以 (3) 式成羞是必要条件. 

反之，如果 (3) 成立.则必有三个函数 o ( f ), 6(0, 使 

- _ <i r • * 

n (0 = ( a ( t ) 9 b ( t ) 9 c ( t )) 满足( 4 )式.对 ( 4 ) 的前? g 式关+ 

分并利用 (4) 化简后得到 


(4) 


W 


微 • 








烧曲线的解析表示 


这说明 n 以） 与 〆 ( t ) xr "( t ) 平行，但从 (4) 知 nU ) 亦有同一性 


质，故 


a ( t ) ~ b ( t ) ~ c ( t ) 

把这比例因子记为 〆 ( O , 积分后有 


OqS^ ^ b ―― 6q6 妒 , C C()6 炉 , 


其中 c 。 都是常数.代入 (4) 的第一个等式，约去非零因子 

1 1 

^并再积分，即知曲线 （1) 是平面曲线， 


切线 


从一曲线 (2) 上取两点,设其参数值为《及/+△《，则两点连 
钱的方向与 r («+ Az )— r ( f ) 相 平行. 然而依照乎均值定理， 

r (君 + Ai) — v(^ t ) 

其中 OCA ^ h ^ Cl , 于是连线的方程是 

I 

p-r(t)^A(x f (t+e l ^t) 9 y\t^e 2 ^t) 9 z\t+e s ^t))^ 

:， , 

式中户 =( 心 *7,0 表示直线上动点的坐标，；!_是参数.当->0 

■ X . ™ 

射，若此直线有极限位置,则其方程为 

p-r{t) = Xr\t) f 

:所得直线称为曲线在点 < 的切线. 

如果在点《，三个导数皆取零值，则在这点的切线就 
无法确定.这种点称为曲线的奇点,不在讨论范围 之内. 


(5) 


2 - 曲线弧 

已知一曲线 C 的解析表示是 (1) 或 (2) 时，必须知道这种表示 

_ 

不权随所参考的坐标系的不同而更改，而且与参数的选择也有联 
系. 换句话说，在变换坐标系时，点的直交坐标应当受到直交变 


換，即 


( 6 > 


b 


-^3 


式中 a u .( r , A ) - l ,2,3)； a ,6, c 皆为常数，并且 


2X- 


1 (i -- 1,2, 3 ) ； 


(7) 




i ~ ^ ， i 9 j = lf2 f 3) 


这时 (2) 式就化为 


( 2 *) 


r * ⑴ = 0* ⑴, y * ⑴， 

又对于给定的坐标系更可以变换参数《为 t ■，即 

t 二 f ( r )， 

式中 /( r ) 是 r 的递增函数. 于是： r , y , ^皆为 r 的函数.所以对 

麝 

于同一曲线，它的表示方法则有无数种. 

_ 

然而应该用什么方法来表示挠曲线，使它与直交坐标系及参 

q 

数的变换都无关呢?凡是对于 (6) 不变的图形 性质群 为不变性质， 
而对于 (8) 不变的称为内在性质.从而对于挠曲线我们宴研究的 

乃是它的不变且内在性质. 

_ 

■ 

为了决定曲线的一种本有参数，取曲线。上的两点#及《 + 
△«, 且设其间距离为则 

(As) 2 — (A 右 ） 2 {a / 2 (右 AO +〆 2 (if +IA0 + (t + 设 3 A 右 ） }• 


( 8 ) 


于是当时，的极限值应为 


M 


ds 


( 9 ) 


V^ ；2 ( t ) y n {t ) !- z rz (t ) ^ \r\t)\ m 


dt 


因此，曲线在其上两点 k 及〗之间的弧长 s 等于 



烧曲线的解析表示 
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» 


( 10 ) 


对于参数变换(8)，弧长 a 并不受影响,这是因为 




(ID 


dr 1 


由 （11) 知函数 s 是曲线 C 的内在参数.不但如此，而且《对_ 
于直交变换 (6) 也是不变的，即有 ’ ‘ 


dr 


dr 


( 12 ) 


dt 


所以 s 是曲线的积分不变量. 

弧长《是参数 i 的函数，所以 if 也为 s 的函数，于是可把曲线 


表示 % 


r = r 卜 ）= 0 0) f y{s) $ z{s)) 


(13) 


这时有 


dr 


(14) 


ds 


所以 $ 是单位 向量； 


S ’ 2’ 2 是 曲线切线的方向佘弦 • 

现在规定 S 的增加方向为切线的正方向，并用札 V 表示它 
的方向余弦，且记 T 二 （ a , 於, v ), 则 


dr 


T 二 


ds ， 


(15) 


dx 




dz 


= 石， v 


■■ —— 


ds 


ds 


都是 s 的函数. 

▼ 

在曲线的一点尸 ( S ) 引切线的垂线，其全体 在一平 面上， 称此 
平面为法平面，它的方程是 


T(s)^(p-r(s)) =0, 


(16) 


即 



曲线 


dy ( s ) 


dz(s) 






( mO )) + 


ds 


ds 


ds 


式中的 ar ( s )， y ( s )， z ( s ) 表示点 P ( s ) 的坐标, 


曲率 


在曲线的一点 a 引切线，它的方向余弦都是《的函数 


且满足 


a 2 +j8 2 十 = L 

以原点 0 为中心，作半径为1的球面.以后为方便起见，就称 
它为麟位 球面. 对于曲线上的点 p ( s ), 取单位球面上的一点汽 
使^^ 5 的方向与曲线在尸 （ S ) 的切线正向一致. P 的坐标应当是 

当《变动 时,户的轨 迹称为原曲线的切 线象 . 

对于曲线上的两点《及5十么《,切线象上有对应点 （<«(»), 
於(及)， V (5)> 及(《(5十△«)，芦 (5+ A «), v ( a + A 5». 设其间距离 
为则 


(^e) 2 =(a(s+^s)—a(s)y+(fi(s+^s)—fi(s)) 

-b (Y(s + As) — y (s )) 2 

+ r ，2 ( s +^ A «)] # 




式中 0< h ，‘ h < l , 于是 


m <tr + ⑵ 


Ae 


(17) 


ds 


△5 


此极限值称为原曲线在点 《 的曲串，且其倒数 r 称为曲串半径，由 

(17) 计算曲率时，平方根有正 负号. 为避免复杂计,常规定挠曲线 

的曲串不小于0,即 r >0. 我们可把 (17) 改写为 


1 


da 


dp 


2 


d 2 r 


dy 


+ 


⑽ 




—- 


ds 


ds 


ds 


ds 2 \ 





烧曲线的解析表示 


* 


从 (6),(7) 及 （18) 易知，曲率是不变量 


密切平面 


经过曲线上一点 P ( x ( s ), y ( y ) , 2 ( s )) 的任何平面 it 由方程 

(p — r(s)) =A(i—x(s)) +B(rf—y(s)) +C(C~z(s)) — 


奉 


(19) 


表示，这里的04,5,<7)是? r 的单位法向量.现在曲线上取与 
^ 邻近的点分，它对应的弧长是5 + As , Q 的向量表示设为 0 r + 
^ x $ y + ^ y y z + ^ z ). 将 As 看作一阶无穷小，要求决定平面? r , 使 

由<?至汉的距离3至少为三阶无 穷小. 

在户 ( 5 )点附近，将 rO ) 按有限阶 Taylor 展开： 

dr(s} 


丄 1 d 2 r(s) 

丁 2 ds 2 


r(«+As) : ( s ) + 


As 2 + 


ds 


1 d s r(s) 


+ R , 


ds 3 


式中的余项 R 满足 lim ^3 = 0. 所以有 


dr(s) 


A5 + i n ， Hs S) 


~n* (r (s 十 As) —r(s)) 


A〆 


I 


ds 


d s r(s) 


1 


As 3 + 


为了使 <5 至少是三阶无穷小，必须选择平面 ? r 使得 


ds z 


dr 


n . f : 0 ， 

由 （19) 及 (20) 中消去^4, <7, 即得所求平面的方程为 


^ =0 


( 20 ) 


ds z 




二0 


( 21 ) 


或即 




此平面称为曲线在 PQ ) 的密切平面 


习 


1. 设平面沈经过曲线在点尸的切线并含有曲线上户的邻近点，当这邻 

P 

近点沿曲线趋近于尸时， T 的极限位置是曲线在 P 点的密切乎而. 

在曲线上 P 点的近旁取曲线上的点 g 与足当 q , ft 独立趋近于 p 
B_t， 平面 PQR 的极限位置就是曲线在尸点的密切平面. 

3. 设三次挠曲 线厂的 方程为 


2. 


sc = t f y~t z 9 z = t z 


证明下列两 定理： , 

0) 设点 jP 不在厂上但为厂的三张密切平面的交点 ，则尸 与这三张密切 
平面的三个切点共平面. 

I 

( 2 )从空间的任何一点 P 可作厂的三张密切平面,使得三个切点 与户是 
共平面的©点. 


用齐次坐标表示曲线，即设 


4 




z=x(i0 9 y^y(u},z=z{u) 9 t~t(u) 


证明它的密切平面的方程是 


dx d 2 x 

du du z 

di d 2 
du iu 1 

_ 

dz d^z 

I ■■■_ ^ 

du du 2 


x 


V 9 


2 


t d 2 t\ 

du du z I 

任何闭挠曲罈的切线象与任何太闕弧必相交 (Liiwner). 

^ 设为挠曲线 C 的密切平面上的一点，从<?把6射影到一平面上，证 


r 


5* 









2 00 2 00 2 

rf-A 

0 0 ^ 


§ 2 - Frenet 公式 
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明 C 的射影必有拐点. , 

I 

7. 若曲线的切线象为火圆 ，原曲 绞必为平面曲线.若切线象为小圆，则 
原曲线的切线与定方向成定角/興逆亦真. 

i> ■ 

8. 试求曲线在一点的密切平面有更髙阶接触的充要>条{牛. f 


Frenet 公式 -,v - 

_ _ ，_ 

在曲线上一点 P 所弓〖的法线,其全体在法平面上.法平面与在 

同一点的密切平面有交线，祢为曲线在户的主 法线. 设它的单位 
方向是 ( Z ， w ， w ), 则 Z 2 + ra 2 + ra 2 = l , 且 

IV • jT 0, 


dr d 2 r 


N 


「二 0 


ds ds 2 


从笫二个方程知道，可把 N 表示成 


N 二 aA r ^ -f b^Ar 


ds 


ds 


我们已假定所讨论的曲线非直线.因为 IV • T = 0, T . T == 1, 


= 0 , 


ds 2 


ds 


所以 o = 0, 于是 


d z r 


N = b 


ds 


根据 N.N = 1 , g：.g V , 


容易得出 6 二士 r ; 因此 




ds 


现在规定上列符号取正号 • ，它的几何解释 如下： 对曲线上的 

点，当向曲线凹毕的一侧取 r 主法线的正向时，则上式右靖必取正 

号.详细证明见后 （§4.1). 


这吋得到下列公式 


一章 
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dT 1 


( 1 ) 


ds 


其次，从曲线上的 P 点引该点密切平面的垂线，称为曲线在 P 

的从法线，并规定它的正向取法如下：使曲线 在户点 的切线、主法 

线、从法线的三个正向间的关系与坐标系的 a y、z 三轴完全一致. 

也就是说，若记从法线的单位方向是 (A,", v), 则 B 平行 
dr v rf 2 r 0 

ds 心 2 ,丑 




V 


(T ， N ， B ) 二 I 


X \i 


然而 


dr f d 2 r 

ds ds 2 ! — I I " \ ds 


dr ' 2 l^r i 2 


dr d 2 r 

j - -- r >■~-- ■ 

ds ds 2 


所以 


dr d 2 r 

_ _ …」 V" _ 

(fo ds 2 . 


e— il 


=er 


注意到有关 B 方向选取的规定易知 £ = 千是 


dr d z r 
ds ds 21 


r 


■ ■ —甲 ■ _ ■ 


或写成 


二 T xN. 


这表示方阵 


P y 


A 




是直交方阵：阵中 C 行或各列元素平方之和皆等于 i, 不同的两考 f 

或两列对应元素乘积之和皆等于0,而且它的行列式数值等于 L 
即 T， N , B 为相互正交成右旋的单位向量、 
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2. Frenct 公式 


进而，设曲线在两邻近点 S 及 S + As 的密切平面相交于角度 
Aa , 则当极限值 


Aa da 


lim ds 


的绝对值愈大时,密切平面的变动也愈大,故称这极限值为曲线在 
点的挠率，记 为丄. P 则称为挠率半径.依普通习惯， P 的正负 




P 


一概以螺线 （ § 1，例 1) 向右旋或向左旋而定,用图表示如下 


下面我们先来叙述 P 的符号的求法. 

因为两密切平面间的交角等于两从法线间的角,我们有 

da z ^\dB\\ 


子是 


1 da l dB 

I 

I ds 


(茗=士1) 


ds 


9 


至于 《 的解析决定法如下•.从 (1) 及 

T 1 *5 = 


得 


國 


ds 


又 




T.N-0, 


dB 


f 丧为 N 的线性组合.但是从 


P 是 （B, 


,JV): 0 


ds 


ds 


dB 


0, 所以 


ii 单位向 级 易知 b 

i 


ds 


dB 


ds 


N 二 一 


dB\ y 


ds i 


式中的〆虽为 1 或 一1, 然而因为 IV 二 （Z,m,70, 


V )的、 


分量皆为已知函数，所以〆的符号是已知的.我们规定 


因此，又得到一个公式 


dB 


~—N 


( 2 ) 


ds 


P 


最后，根据 T, IV， B 是相互正交成右旋的单位向量，对 N 


xT 微分,并利用（1)，（2)，便有 

dN dB 

ds ~ ds 


x T 


ds 


_ _ X 1 + 


(3) 


把 (1),(2), (3) 合写成 




ds 


dN 


T,+—B, 


(4) 


ds 


P 


^—N 


ds 


P 


这组公式是由 FreneUlSW) 发瑰的，通常称为 Frenet 公式.同一 
组公式也被 SenreUiSSl) 所独立发现，所以也有 Frenet-Senret 公 



2. Frenet 公式 
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式的说法 


以后为了方便起见，凡关于《的异数都用撇号等表 


示，如 


dr 


r r (s) 


n 




ds ， 


(Is 


ds 


靜等 . 将关于 s 求导，利用 Frenet 公式有 

N ~ v r (r f x r ff ) -]- r (r f x r 〃’）， 


P 


两边点乘 N 二 rr ff 得到 


r 2 (r’ ， r 〃， r"’) 


P 


若曲线在每点的挠串等于 0, 则必为平面曲线，且其逆亦真 


<参考 § 1,(3)) 


现在我们可以证实所作的规定与螺线的普通习惯完全符合 


描为螺线的方程是 


r( 0 ~ (acos t f asint 9 at tg6) 9 

%，所以如令 < 二0时 s = 0, 贝 IJ 


于是I; 


sec 


dt 


s 二 at sec0 


s 此,用弧长的函数来表示螺线就是 


( 


r(s) — 


acosi —— scos 


asm 


scos 


, ssm 




a 


我们容易求出 


= asec 2 6 f p 二 ascc 2 0ctg0. 


若0<0<专，则螺线右旋 | P > 0; 反之，若音<61<心则螺线左 

旋而 p < 0 . 




第一帘 


f 




习 




设《，〜扣满足微分方程组 


dv u w dw 


du 


v 


r 


ds 


ds 


ds 


T 


T 


P 


P 


R "Hi 2 + 一- *i, 则按 

u+ iv 1 + w 

_ _ p 

1 ~w u — i v 

所定义的 a 及 o> 满足 Riccati 方程 


it - f i ^ 1 — w 

] 十災 n 一 iv 


二 a ， 


二 一 Q > 


d 6 


i + lE ^ e-e 


% 


2 


ds 


2 p 


r 


2 . 设 Uz ， 0 这，为 Riccati 方程 


dO 


L + 2319+N6 2 


ds 


的任何四个解，式中的 L ， M，N %各 的已知函数.证明交比(化,化，化，化）为 t 


常数 


已知平面上一系连续黾参数圆族，试决定其直交曲线 ，且 证明四直交 
曲线与任何圆的四交点有一定交比. 


3 


4 


自然方程 


根据以上两节的讨论，一条挠曲线 C 的弧长 S , 曲率半径 t(s) 
及挠率半径 P ( 5 )都是运动群下的不变量.换言之，当 (7 经空间运 
动移成 G 时， G 在对应点的弧长，曲率半径及挠丰半径仍分别等子 

s ， Hsmp ( s ). 


现在来讨论它的逆问题.设两挠曲线 C 及 e 在对应点有相同: 

的颯长〜曲率半径/ •($) 及挠率半径 p (s), 问 r 否寻找一个运动 j/ 
使 jC ，(7 互相重合.换句话说，烧曲线的 s，r ($) 及 p(«) 在运动_ 

群下是否构成不变量的完全系.这问题最初由 E . Cesiro (1896> 


解决 




§3 -白然方 
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1. 基本定理 


基本定理设/ O ), 炉 （ S ) 为 s 的两个巳知函數，且在所讨论 

的区间中/ O ) >0. 凡是以 s 为弧长， f ( s ) 为曲率且以炉 （ s ) 为挽 
率的挠曲线，在运动群下则必互相重合，换言之，除了这种挠曲线 
在空间的位置外，它们的形状完全决定. 

证明 先假定这种曲线存在.设为适合上列条件的两 
. 条实曲线.称具有同一 s 值的两点为对应点.于是依照假设<7 , C 
在对应点有相同的曲率/ 0) 及相同的挠率炉 0) •现在于一对应 
点 0,0' 上各引 6 T , 以的 切线、主法线及从法线，并决定运动 似使得 
o f 移’到 o 且使上而所作的两个三面体合而 为一. 经此运动后 ,<r 
应当被移成新曲线 C 两曲线在公共点<9有相同的切线、主法 
线及从法线，且在有间一弧长 S 的两点，曲率/ O ) 与挠串炉 0) 亦 
相同.倘能证明 e 与 C 重合，则定理成立. 

不妨假定点0的弧长 S =0. 设在对应点的切线、主法线 

及从法线分别具如下的单位向 M 

T(s) ， N(s) ， B(s); T(s) 9 N(s) 9 B(s). 

■ 

■ 

根据假设，在 s = 0 时有 


T( 0 ) 二 r ( 0 ), N (o)-IV(o),B(o) 二 5(0) 

I 

由于 T 、 AT、B 与都满足 Frenet 公式(4)， 


d 


-^(T T hN i\ 


于是 


T T ^ + 常数. 

_ 

然而当 《 = 0 时 T 、 iV、B 与 T 、 N 、 5 ■—致,故得这个常数是 3. 因此 
对于任何6 


T(s)^T(s) +iV(s).iV ⑻ 


(s) *B(s) ~3 
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由此可得 


(T(s)-T(s)y^(N{s) - N(s)y 

+ (B(s) — B(s)) 2 :二 0 ， 


再从实曲线的假设得知 

. T(s) ^T(s) f N(s)^N(s) f B(s)^B(s). 

因两曲线在对应点苻间一弧长心故由上面的第一式 


d 


ds 


于是 


r ( s )= F ( s ) + 常向量 

当 s 二 0时, 两点、合干0, 所以对所有的 

r ( s)=F ⑻， 


s 


C = C = M(C f ) 


证毕 


存在定理 


存在定理设/ ( S )>0 为 S 的任何连续可微正值函数，炉 O ) 
为 S 的任何连续函数，则分別以 h / O ) 及屮为弧长，曲率及挠率 

I 

的挠曲线必定存在，并且在所讨论的 S 的区城上为正则. 

I 

为了证明此定理，必须应用微分方程理论中的存在定理.为了 

_ 

方便起见，我们引进下面的 

引理设(沙 ）（ i ， A = i ，2, 3) 在区域： 0$尽$7'为 3 的连续函 


，则微分方程组 


3 


da i 


CffcWjt ( i = l ，2,3) 


(1> 


As 


k=l 


必有连续解，且各解在$二0所取的值 w t G 完全随意. 

证明此引理,常用 Picard 所创的逐次逼近法,叙述如下 




ft 然方程 


s 


^ c ik u ° k ds f 


u ; = u 


k 


s 


u \ = M ? + 


( 2 ) 


k 


8 


0 




n 


« —a 


设 l 〜 l < TC ^ fw ? 1^1, 


3 


|«/—M? |<C5S 


cr, 






|wj — 


2 jc u | \ u l k -ui\ds 


01 


0 


2 


<^C 2 ~<Cr z — 

2 \- 2 ! 


r 


n 


It 


\nf-uf^ l \<c n —^c n — 


K 


由于 


« 


+ w —»?)+(»? —«/) 士 … 

+ (« r - af ^). 


{ — ^i 


所以 


1 + |m! -m?I + Im- — k;I + … + [ttf-ur 1 ! 

■'■ '『 

<l + cr+ c 2 

22 f 




+ c n --<e° 


r 


n ! 


因此，函数列 {<<>)} 在 • 均匀收敛 • 根据熟知的定理，极限 


函数 
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hmuf (s) =Ui (s) 


必存在，且为 s 的连续函数.当》- > oo 时，从 (2) 得到 




lh 


即有 


dui 


= « i (0) =U 

k 

存在定理的证明如果所求的挠曲线存在，则由对应的 
T =( a ， fi ， Y )， N = fi ， v )， 它们的分量构成的函 

I 

数组((^，々，（^^^/^，（^，〜:^都应该满足下列的微分方程组 

—=/(s)w 2 (^), 


证毕 


ds 


dui (s) 


ds 


du 2 (s) 


= ~f(s)u l (s) 十炉 0)a 3 0 ) ， 


(3) 


ds 


du s (s) 


= —^p(s)u 2 (s) f 


ds 


式中的《!，心， ❿是待 求的未知函数 • 所以要研究所求的曲线存在 

与否，必须先阐明微分方程组 (3) 的解〜，^，如存在与否，根据假 

设，系数/ (s) ， <p(s) 在所讨论的 s 的区间里皆为连续函数，故从 
引理可知系统 (3) 有连续解 Ul , 


u zf 它们在 s = 0 时取给定的任 


2, 


意初始值 w ?, w 〗， a § 


设(《1，《 2 ，1^)，（2^4，11;)是(3)的任何两组解,则 


石 (《i m ; + + b 8 m ;) = 


子是 


21 】 1 ( j + 1^2 + U3U3 — 熟[ 


( 1 ) 


特别当*|;=仏（£ = 1,2,3)时，得关系式 


ii4 ^ 




另一方面，系统 (3) 为齐一次微分方程式.若 ( a ，《 2 ， m 3 ) 为它 

的一组解，则对任何常数 虹 2 ,&« 3 )也是解.故对于 (3) 的非 
零解，可适当选取 t 使 (5) 的右端常数化为1,从而得到满足下列 
条件的解 


u\^ru\ +u\—l 


( 6 ) 


现在取九个常数构成的直交方阵 


y J 2/ ■? U 


(7) 


C 


并假定它的行列式为 1. 

我们可以求系统 (3) 的三组解(«„11 2 ,» 8 ), 和0!, 

<«3),使它们在 s = 0时分别取定值 W , w 2 °,« S ), 和 

W 0 ,<,«5°). 根据引理，这九个函数都是《的连续函数.又依照 
(4>,(6),(7)易证方阵 


Ui 


( 8 ) 


»于任何*值亦为直交阵，且其行列式等于1 


以 


«),«(«)) =(卜 


r(«)^(a?(s),jr( 


Ks)ds 

龙义一条挠曲线0我们将证明 C 就是所求的曲钱 

( i ) s 是 C 的狐长这是因为从 (9) 有 


( 9 ) 


^u\+u[ Z + ul Z = l 


ds 


( ii ) /(«)是0的曲串由⑴已知 s 为 C 的弧长，所以 C 的单 




位切向量 


关于 s 微分，对上式左端用 Frenet 公式，而对右端则利用 （3) 的 

第一式改写，结果应为 


no) 


(f(S)U 2 , f(s)u f 2 ,f(s)U2). 


ai ) 


两边取模，并注意到 r >0， f ( s )> Q ， 故 


= f ( s ) 


⑽ 


( iii ) 炉 ( s ) 是 C 的挠率根据（12)，可把 （11) 改写为 


N = (« 2> M2,«2)* 


(13) 


对于曲线 c ， 由 t , n ， b 的分量所作的方阵 


^ m fi 


'y 


与 (8) 有同一性质，而且由 （10) 及 (13) 已知它们的第一 、二 两列元 
素相同，故第三列元素亦必相同，即 




- (UZfUs f Us) 


(14) 


根据/ ( S ) 是连续可微的假设易知曲线 <7属于 C 3 级,因此对 (14) 
微分，再利用 Frenet 公式和 (3) 的第三式得到 


、 — ^ (― ?>(S)W2, —flp(s)»2* —<p(s)ul) 

比较 （13) 及 (15)， 即得 


(15) 




证毕 


P 


根据以上讨论，称7=/ W ， ^ iW 为曲线的自然方程 
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w \ 


习 


1. 试求曲率及挠率都是常数的挠曲线. 

2_设 AU )， ft ( t ), KO 为任何2函数， Ec 为一常数，证明下列挠曲线 
—定的挠率： 


f kV -h f l 

I ■ _ • ■■ ■— 

Jh 2 十公 2 + Z 2 


dt $ 


x 


lh’ 一 V h 
h 1 +i 2 +/ 2 

, h ¥ ~ h f k 

J A2 +^ + - /2 

3- 设两挠曲线0及 G 以点对点互枏对应，且在对应点有平行的切线, 
则仙率半径 r ， ri 及挠率半径 PfPl 必成比例. 

这对应称为 Combescure 对应. 

1设挠曲线 G 的弧长^，曲率半径 n 及挠率半径 Pl 满足关系式 

<pir i9 p lf s x )=0. 


dt. 


y = c 


dt 


Z^=C 


证明 G 的方程为 


jV(5)r (s)ds f 

K P 

式 中的尸 ⑷依炉卜厂⑷， pf 1 ’ ⑷， F ⑷ ）=0 所决定，而 r ⑷； r,p , 在分别 

为一空问曲线 C7 的单位切向量、曲率半径、挠率半径、 弧长 . 

5. 设 a 为大于1的常数，试求挠曲线 


ri(s) 




) cos 9?, ( a-sin 号 ) sin < p , eos ^^ 


<P 


r{<p) 


o — sin ^- 




2 


的曲率极大点及极小点 （Gericke, 1937 ). 

6. 试求『>=常数的挠曲线的方程. 

7 -试把 Frenet 公式及自然方程的理论向高维空间 中的曲线作推广 
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Bouquet 公式 


为了研究挠曲线 r ( s ) 在其上一点邻近的形状，把这点取为坐 
标轴的原点0，并把曲线在0的切线，主法线与从法线分别取为 a ；. 
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y ， s 轴，这应该是比较方便的.这时的坐标平面就由密切平而^ 

0, 法平面 及从切平面 （亦称化 直平面二0 所构成. 

我们不妨假定 0 点的弧长 s 二 0. 对充分小的 s , 把 r ( s ) 按有 

限阶 Taylor 展开 




r(s) =r(0) + 5r f (0)+ ^r n (0) 


( 0 ) + 


2 ! 
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r ; 


式中的余项 K = d 札, iU 满足 li 


111 


利用 Frenet 公式 （§2) 


r ，（ s)=T, 

r ,r (s)=jrN f 

〆"(§)== —p-T- ~iN + 

若以 h ， Pd ， 沁分别表示 r , / o , g 在原点 0 处的值，则 


T(0)+( 


r(s)—r(0) = 


N(oy 


6r 


2r 


+ 6^ s3B(0 > +i? * 

注意到现在坐标系的特殊取法，曲线上点的坐标分量可展开为 


x{s) =s 




I - E, f 


y(s) = 


(l) 


s 


n 


is) 


s^+R 


6 r 0 p 0 


表达式 (1) 称为曲线在点 O 的规范展开，或称为 Bouquet 公 
式. 我们 将利用 这公式以研究曲线在0点邻近的 形状. 现在叙述 


于下 
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_ 


曲线在点0的密切平面2 = 0上的投影,在第二阶无穷小范围 


内近似于 


x = s , y 


2r 


也躭是抛物线因为以前规定过々>0(§1.3),所以主 

法线的正向确实指向曲线的凹进一侧（图 4). 

当曲线投影到点0的从切平面 y = 0 上时，其形状近似于 


s 


6r 0 p 0 


SP 三次平面曲线（图 5) 


6r 0 Po 


曲线在点6►的法平面 ar = 0 上的投影 


的形状则近似于三次抛物线（图6 ) 


2r 


曲线在各点的切线、主法线及从法线构成一个标架,因为它随 
点沿曲线的变动而改变其位置，所以通称为活动标架. 
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2. Ces^ro 恒等条件 

取曲线上一点 M(s) 为原点，且以其切线、主法线及从法线为 

三坐标轴时，我们便得到一个标架 {M } 9 它的三个单位向量是 
T(s)，N(s)RB(s). 当这标架 O/} 开始活动时，这三个向量値 
函数关于 s 的眛数决定于 Frenet 公式 （§ 2 ). 

设!, "， C 为空间任何一点关于标架 {M} 的坐标 W 为同 

一点关于邻近标架的坐标，且 M 到 7 T 的弧长是 As (图 7 ). 


由于标架 { M f } 的三个单位方向 TO + As)， N ( s -\-^ s) r 
B(s + As) 在 As 的一阶无穷小范围内，根据 Frenet 公式可展开为 

T(s-h^s)=T(s) +--N(s), 

r 

_A^T(s) +iv( s )+A^BOO, 

-^N(s) +B ⑷， 

p 

并由于点关于标架 OO 的坐标在 As 的一阶无穷小范围内为 
(A«,0,0), 所以空间中任何点关于这两个标架{你}, {JT} 的坐 

^ ^ D 与(1%<， O 之间在 As 的一阶无穷小范围内具有关系 


N (s+^s) 




B(s+As) 
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_ 


如下 




r 


As 


△ 匕' 


( 1 > 




fj —' 


r 


p 


C ^ S t I 


p 


现在取空间一点 p, 设它关于标架 {i!/} 的坐标为 I, n > ^ 当说 
画曲线 c 时，点尸亦画出一条曲线厂或固定不动.在这运动之下, 
点尸一方面对于活动标架有相对运动，另一方面也受到活动标架 

运动的影响.设{況}移到 or } 时，户移到设严关于标架 

{J/} 的坐标为 


则么 1 |,4表示1,；/,^所受的绝对增童.反之，设 P' 关于标架 

的坐标为 


( 2 ) 


| + A 2 |， 》7+厶2”， C + A 2 ^> 

则A 2 |,A 2 T^A 2 (表示 f/， 〖关于活动标架所受的相对増*.将 
(2)， （3) 代入 （1) 的左右两端,我们在 As 的一阶无穷小范围内容易 


(3> 


得出, 


As 


玄+ △』= △§+ (|+厶2在） 一 

»7+Ai»7 = ~r(l + AjI) + + A 2 0 ， 

^ + A^=A^(77 + A 2 iy) + (^ + A 2 ^) # 


( t ? + A 2 t ?)， 


r 


P 


改写后，便有 


計 A 2 7? 


A 广 5+ 1 


r 
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Ai^y_ A 2 y? , I I - A 2 ^ ^ + A 2 ^ 

As As 

A^_A 2 ^ r/4 A 2 r? 

A 没 As^ 


r 


P 


P 


尤 其要注 意的是，上列三等武是在 As 的无穷小量范围内成立的 


所以当， 沿曲线 C 7 接近邶，即 As — 0时 

P + i - i , 




ds ds 

Sr}_drj I t 

ds ds 

dC , V 

ds~ds } ， 


r 


(4) 


T 


P 


P 


式中的记号 ^ 表示函数 0 的绝对变化率，而 g 则表示同一函数关 
子活动标架的相对变化率. 


上列三等式 (4) 明确表示了两种变化率间的关系,称为 Ces 


aro 


恒等条件 


特别当户为固定点时，时 =<5 i 7 = c 5(=0, 于是得到 CesAro 


. _ 里 A - 


糸件 


從=!—1, 


ds 


r 


u + 左， 


(5) 


ds 


r 


P 


私 — n 


ds 


P 


公式 (4) 是根据 Frenet 公式导出的，与 Frenet 公式相 等价. 

最初 Ccs ^ ro 应用了动力学原理而直接算出 （ 4 ) 式. 

Cesko 的两组 条件，尤其是固定条件应用很多. 下面 特举一 

些例子来说明它们的用法 
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1求一条挠曲线，使它的密切平面都与定球面相切 


(Pirondini) 


解设此定球面的中心 P 关于活动标架的坐标为 ，则, 
它们因为 P 是空间的固定点而满足 ( 5 ) 式. 

但根据假设，户的第三坐标 C 等于球面的半径 a ， 即(常 


数)，所以从 (5) 的第三式得二则表示平面曲线 即点尸 

在从切平面上.换句话说，所求曲线的从切平面必经过定 点八因 
此，所求曲线在一个锥面上且其各点的主法线与锥面在同一点的 
法线重合，并且其逆亦真.这种曲线是锥面的测地线（参照 §21. 


2 ). 


从 (5) 还可导出 s ， r , /0所满足的关系式.由于此时7? 二 0,〈= 


故 


i = a^ —— 


P 


代入 (5) 的第一式, 


d 


) 


ds 


P 


于是 


ar + ps = 0. 

例2求挠曲线成为球面曲线的条件. 

解 设所在球面的中心为定点 P ; 故 P 关于曲线活动标架的 • 

坐标(6 ?/， D 必满足 (5). 但此球面的半径 fl 应当等于 P 到曲 线上 
点的距离，即有 


p + + P = 


两边微分，并用 （5) 进行化简，易得 1 = 0. 这表示曲线的法平面都: 
经过球面的中心.由 （5) 又得 
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r 




且 


dr 


r 


( 6 ) 


* I 丨 w 


ds 


ds 


P 


dr 


) 


反过来，设 (6) 成立.当我们取尸 （0， r , P 


时，它必满足 




ds 


( 5 ),所以为定点.然后微分下式 

/J^r 2 +(pg) 2 , 


有 


d 


dr 


0 dr d / dr 

ds +2 P ds 石 ，— 

p ^ L \\ 

ds\p^ds\ p ds)y 

侬照 (6) 得 ^把==0, 所以曲线上任何点至定点/>的 距离及 是常数 
猫此, （6) 是曲线在球面上的充要条件. 


R 2 = 2r 


ds 


ds 


= 2 p 


d 


习 


求一条挠曲线，使它的切线与定点的距离为常数 
求一条曲线，使它的法平面常与给定的球面相切 


* 


ft 


§5- 密切圆密切球 

I 

= 0 ro ， yo ，^)) 为中心， a 为半径的球面，应当有下列 


凡是以 
你 J 方程表示 


nu 


(户 —m) 2 S ( 卜 ; Tomyom 。，： 

式中的 0=(1，％^) 表示球面上的 动点. 现在我们来决定这样 一 
个球面，使它经过曲线上的点 P ( zCs )， yO ), 2( s )) 和其两个邻冗 


t 



密切鬮密切球 

详细地说,取一个球面使它经过 p 和曲线上另外的两点 a 和 

当沿曲线接近 p 时，我们要决定这球面的极限位置.为此， 
记此曲线为 r ( s ) = 0 c ( s ), y ( s )，2( s )), 则在 P 便有 

/(s) = (r(s) —m) 2 — « 2 —0, 

f(s) ~2(r(s) -m)T(s) =^0 f 

/" 、 s)5 2!~(r(s)—m)iV(s)+l 1=0 




占 


( 2 > 


(3) 


r 


从 (2) 得知，球面的中心在法平面上.改写 （3) 为 

(r(s)—m)N(s) 

这表示了，中心在主法线上的正射影到曲线上尸点的距离等于嵌 

牟半径 r . 


一 r. 




经过三个定点的球面有 OO 1 之多，若添加一条件，即球心在 P 
的密切平面上，我们便可决定一个球面，它的中心是 

m — r(s) +rN(s )、 

# 

这点是曲线的曲率 中心. 所确定的球面与密切平面相交于一圆， 

称为曲率圆或密切圆 • 从定义容易知道， 曲率面经过曲残的三个 

邻近点且其半径等于曲线的曲率半径. 

(2)， （3) 表明：所求的球心在两邻近法平面的交线上这直线 
经过曲率中心( 4 )且垂直于密切宇面,通称为曲率轴. 

其次，我们来决定一个球面，使它经过曲线上弧长为《的点及 

其三个邻 近点. 设此球面的中心为^^^(^，^，^夂且半径为及， 
于是球面的方程是 


(4) 


(p~m l ) 2 —R 2 = 


根据假定得出 


9(s) = (r(s) —mi) 2 — 丑 2 =0, 

冬 〆 0) 三 (r(s)- m^T(s ) = 
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i)N (s) +1 二 0, 


H’ （ s) = — (r(s ) — 


r 


^g 0 (s) = ~~(r(s) —m x )N(s) 


2 


T 




T(s) + 丄 BO) =0 


+ — ( r (*) — 


r 


r 


P 


政写后，便有 


(r(s)~m l ) 2 —R 2 ^0 f 
(r(s)-m 1 )T(s) ^0, 
(r(s)~m i )N(s) ~—r f 

(r (s) — titi)B(s) = — pr , 


(5) 


为决定球面的中心 m , = (z 


4)， 先来看空间中的任一点 
F , Z ). 如记 1? 二 ( X , 1% Z ), 则相对于曲线在 s 点的活动 

标架,决定于以下的分解式 


\ f 3 lf 


K = r(s) +AT(s) ^ BN(s) +CB(s) f 
式中的 04, B , C ) 称为点 P 的局部坐标 *. 由 （6) 易知 

^ = T ( s )-( R - r ( s )), B - N ( s ).( R - r ( s )) 

C = B ( 5 ) • (B — r (5) ) • 

当时，从 (5),(7) 得到 


(7) 


A = 0 f B = r,C = pr \ 


故所求的球心是 


,=r(s)+rN(s)+pr , B(s) 


且球半径及的平方等于 


2 


i2 2 = (r (s) —mO 


2 


r 2 + 


( 9 ) 




由 (8) 知道，所确定的球心也在曲率轴上. 

这样得到的球面称为曲线在点 S 的密切球 
关于 S 微分 (8) 的两侧， 



密切圆密切球 


» 


d 


dr 


r 


( 10 ) 


所以密切球心轨迹的切线平行于原曲线在对应点齣从法线. 

倘若挠曲线在给定球面上，则它的密切球不变,从而密切球的 
中心与半径也都不变. 从 (10 ) 得到为此的必要条件 

卞 dsVdsJ 

这就是前节的 (6) 式，反过来，假定最后的方程成立，则所有的密 
切球有同一个中心，且由 （9), 


ds 


T 


= 0 , 




p 


ds\ ds/ 


d 


~0j 


ds 


ds\ p 


即所有密切球的半径为常数,于是曲线在固定的球面上.因此,上 
述的必要条件也是充分的. 


习 


接曲线的三条邻近主法线所在的织面(二次曲面)称为主法 线织面 


试求它的方程 


挠曲线的三条邻近从法线所在的织面称为从法 线织面 • 试求它的方 
程（方德植 T.C. Fon,1935). 

若按曲线在其各点的密切平面经过从法线织面的中心，则此中心必 
与曲率中心重合，且曲线有常 挠率. 其逆亦真（方德植 T.C.Fon, 1936). 

若挠曲线在其各点的从切平面都经过同一点的主法线织面中心，则 
曲线必有常挠率,且其逆亦真(方德植 T , C . Fon ，1936). 

凡与曲线的四张邻近有向密切平面相切的有向球面称为对偶密切 
球. 证明它的半径等于 


2 . 


3 


* 


4. 


5. 


d 


Buil¬ 


ds 


且中心为 




(s) + B(s) 

( Hostinsky ,1907; Ranum ， m 5，192?， i 929; 髙须鹤三郎 T . Takasu , 1922) 


P 
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曲线弧长的第一变分 


在研究曲线的微分几何学时，我们常有应用变分学的必要，下 
面要叙述的就是一个例子. 

设 r ( s ) 二 00), y 0)，2( s )) 是一条挠曲线或平面曲线， s 为 

它的弧长.另取一条邻近曲线 = 且把它 

表示为 


r(s) =r(s) +aT ⑷ -f vIV (s') -4 


(s) ^=r(s)+p, (1) 

式中的 T ( s )， iV (>)， B <>) 意义如前，是曲线 r ( s ) 的活动标架的 
单位向量; w 皆为 s 的函数，且 


-10 


= eu(s) 9 v~ev(s) 9 w = eiv(s) $ 


当《->0时，曲线 F ( s ) 就趋于曲线 r ( s ). }^s = 8 i 
7( s ) 弧长为 


的曲线 


dr(s) 


ds 


ds 


若将 s 关于 e 作有限阶的 Taylor 展幵 


s = s+ds +o(e), 


其中 


s—s 


<5 s —elim 


(4) 


是 e 的一次式，称为曲线弧长的第 一变分 

为计算釦起见，以 


P 


分别表示曲率及烧率，这时 Frenet 公式 (§ 2 ) 则可改写为 

T， = kN 9 

—kT + aB, 







曲线弧长的第一变分 


# 


若记 p = uT + vN J rwB = e(uT -\-vN ^wB) —€ p $ 从 （1) 及 （5) 可 


得 


p f — (u r ~Kv)T + (v r -\~uk — wo , )N + («/ + j;cr)jB, ( 6 ) 


然而 


F ’ = r '+ 〆 , 


故 


r f * r f = l + 2 r f 〆 + o ( e ) 


f 是 


ds 


= 1 +T • 〆 +(>(£) 


ds ! ds 


=1 + (U~KV) 十 0(e) 


因此 




s+ (u f — KV)ds + o(e) 


s 


S 


这样，我们得到 


! ^2 


「5 2 


ds -- u I 

_ 

j ^ i - 

因为 ds 与 w 无关， 故对于 a 
消灭，换句话说， 

在曲线上 各点， 沿从法线方向随意变更曲线，其弧长的变动是 
稳定的，且其逆亦真. . 

若 两曲线 r 及 F 有公共端点,于是 u ( Sl ) =«( s 2 ) =0, 则 


Kvds 


(7) 




0及任何函数 w = eW 9 <3^常 


~V 




s 2 


(3 s = — Rvds 

J s x 


⑻ 


原来 


表示曲线沿主法线方向的微小变差，现改用 表示 




= e 


这时 


彦2 


Kdnds 


s —— 


(9) 


g 
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c i i 


7. 平面曲线等用问题 


1. 平面曲线 


当一条曲线在各点的挠率等于0时,必为平面曲线,且其逆亦 
真(参照§1，例 2). 以下为方便起见,取曲线所在的平面为 ary 乎 

面,即2 = 0,而且简记 


r ( s )^ ( x ( $ ), y ( s ), 0) = ( x ( s ) 9 y ( s )) 


为它的解析表示,于是 


f 


dy 


dx 


(1) 


云+子 


s — 


dt 


为弧长; 


r 


为曲率.又改写 Frenet 公式为 


= T ， .丄 d - N 


―上 T 


(3) 


As 


ds 


r 


r 


设表示 r 轴的正向与切线 
正向的交角（图 8)， 则 


y 


T = (cos 炉 , sin 妒）； (4) 
N = (— sing?, cos 炉 ) 


由此易得 


0 


i5) 


ds 


8 


习 


试述平面曲线的基本定理及存在定理. 

直接导出平面曲线论的 Cesaro 恒等条件及固 定条件 
若平面曲线的曲率为常数，则必为圆弧或直线段 


2 


4 


3 


W 
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4 . 试求下列诸曲线的自然方巧：椭圆，摆线 （ cycloid ), 外摆线 (epicy¬ 
cloid) , 内摆线 (hypercycloid), 对数螺线 . 

5 . 若平而曲线的法线经过定点，则必为圆弧， 

6 . 证明平面曲线在其一点 ( 9 ( 原点）的规范展开为 

+ J rSK 3 )x 4 + o(x i ) 

^4 


( 6 ) 


y 二 


X 




2 


6 


式中， K 为曲线在 0 的曲率 - 


d 2 K 


f K 


ds 


ds 2 


7 . 试从 （ 6 ) 决定曲线在 O 的密切圓锥曲线的方程 . 

由点 0 引密切圆锥曲线的直径（称为曲线在 0 的 仿射法线). 证明它 


8. 


:的方程为 


K 


+ — 0 


( 7 > 


tc 


若平面曲线在各点有公共法线及仿射法线，则必为圆弧 （ Salkow- 


9 爭 


ski) 


若平面曲线在各点的法线与仿射法线相交于定角，则必为对数螺 
线（淫田 T, Kubota). 

设两平面曲线6?及0相切于点久且在0的曲率分别为^及 V. 证 
_是射影不变量 (Mehmke, Segre). 

12. 设原点为一条平面曲线的节点，而且曲线关于角度是0的斜交坐标 
勒的方程是_ 


10 




11 


4 


明比 


2 ； ry=oa ： 3 +36^+ 3cxy 1 -]rdy s + 


i ■傘 


证明曲线在0的二枝各有曲率 


y r =asin9f 


^- = dsin 0 


2 . 卵形线 

在平面曲线族中，卵形线或凸闭曲线是特別有趣味的一种曲 

线,它的定义如下： 

设见为平面上的一个点集若见为有界，而且见中的任何 
两点的连线上的任何点也属于财， 则见 称为卵形域，而 且见的 

境界称为卵形线或凸闭盐线 



第一聿曲线 
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从定义易知,三角形，凸多角形，圆, 椭圆等 都是卵形线.最一 
般的卵形线的曲率不一定存在，甚至其切线方向的变更不一定是 
连续的.可是对微分几何学中所论的卵形线，不仅假定曲率处处 
存在，还假定曲率的连续性.这种卵形线称为正则卵形线.以后 
如无特别声明,都理解为正则的. 

对于卵形线 的研究 常用一种特殊坐标,即所 谓切线极坐标.现 
在说明于下. 

我们这样规定卵形线的正 方向， 使得沿曲线的正方向绕一周 
时，卵形域始终在曲线的左侧.沿正方向的切线称为正 向切线 .设 
角度炉的意义如前，则弧长 s 是炉的严格递增函数 {0^< p <2 n ), 


所以 


As 




Co 


dtp 


现在对卵形线 C 上任何一点 P 引正向切线，设其与轴正向 

的交角为仏从] I 点0引此切线的垂线,设其距离为 y (图 9), 则於 
是炉的函数 P ( q 0 , 且切线的方程为 


COS^ = p(^p) 


arsing? — 


于是 c 被看成为切线族的包络线 


为了决定 C 与切线 (2) 的切点我们作 (2) 的两 侧关子 


微分 




平面曲线等周问题 


xcosq)-\-y sirup—p f (<p ) 9 


(3) 


由 （2) 及 (3) 解得 


x(<p) =pOp) sin 炉 +〆< 炉） COSip f 

= —p((p) COS 炉 + />’ （ 9?) sintp. 

由此可见，已知炉及 pM 即可决定卵形线上的点 POr, y), 且其逆 

亦真.所以 (?>,?) 称为曲线点的 切线极坐标. 

关于炉微分 (4), 


(4) 


dx 


[>( 史 )+〆( 炉 ) 」cos 炉， 


(5) 




9 


dy 


= 0( 炉） +1>"( 炉） ]“11 炉 


9 


于是得出曲串半径的一个重要 公式： 

r = p((p)+p n (<p) 

因为卵形线为封闭曲线，故； >o) 是供的周期函数且周期等子 
另外，凸的条件 (1) 变为 

P(<P) + P” (<p)>0 (0 ^<p<2jv) 

设I为 C 的周长，则 


( 6 ) 


(7) 


ds 


f 


I 


L= (bds — 


Lp((p)+p n (<p)ld<p 




9 


( 


p(^p)d<p-hp f (<p) 




然而/^(炉) 也是史 的周期函数且周期等于 2 jt ， 故 j /(0) =//(2 tt ) 
因此得到 Cauchy 公式： 


Zr = 


P (9>) dq > 


设 F 为 C 所包围 的面积，则 


1 


P (< P ) 4 ^d 


f 


p = 


p(<p)ds 




2 


dtp 
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2 


，(炉 ) [p O )+/ O ) 


0 


但是 


◦ —L 广(曲 


p(<p)p f, (<p)d<p=I p (<p) p ( (<p) 1 

这样，就成立了 Blaschkc 公式： 


2 


Lp 2 (<p)—p r2 ((p)ld<p 


F 


(9) 


2 


0 


对于任何正的常数 n 作一条曲线 C „, 使在卵形线 C 的外 
部且对应于同 一正向的两条切线之间的距 离等于那末，所作 
的曲线 A 必为卵形线 实 际上， 设(％?„(<?)) 为^ 的切线极坐 


标，则 


Pn(<P) =P(<P) + 

于是从(6>得的曲率半径为 


( 10 ) 


r n = r^ 


( 11 ) 


从 (10) 得知仏(炉)也为炉的周期 函数, 其周期等于 2; r , 且 根 

据 (1) 及«>0得到 r n >0 , 所以 是凸闭曲线. 

设 G 的周长及面积分别为及则按照 (8) 及 (10) 得到 


1 


p n (^>)d<p —L+2nn. 


( 12 ) 


o 


从 （9) 得到 


2 




^n^-srl + n) 2 — p n (<p}ld<p 


0 


2 


.2 


= F-hn\ p(<p)d<p 十 ——n 


J 


2 


d<P, 


2 


0 


0 


F n =F + nL + T* 2 7t. 

(12) 及 （13) 称为 Steiner 公式，称为 C 的平行曲线 


( 13 ) 



7. 平面曲线等周问題 


3. 等用问思 

在平面上所有周长相等的封闭曲线族中，问何种曲线所围的 

区域有最大的面积,这就是自古以来称为等周问题的著名问题.下 
面我们先来作初步研究. 

从一封闭曲线变成邻近曲线时，它的周长及所围面积 F 的第 
一变分应当为 


dL = 


Kvds 


( 1 ) 


dF = — vds 

■ 

式中找 0?) 表示曲线沿法线正方向的微小变差,且这里的面积 

由普通微积分学所定义，即按区域在曲线的左右侧而决定其正负. 

根据变分学理论,取一个周期为 L 的函数 v ( s ); 若曲线 C 是 
等周问题的解,则从肊= 0常可导出舻 = 0. 

从 (1) 及 (2) 易知， k = 常数是充分 条件. 今将证明这也是必要 
条件. 因为，假定 kO ) 在区域0^〃<"是《的连续函数，并且在 
0 < s l < s i < L , K ( s t ) 与 k ( s 2 ) 不相等.若取下图所示的函 

S 

数(其他部分可按它的周期作延拓)，则 

■ 

vCs ) ds ==^ d( < hx + 厶2), 


( 2 ) 
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KV ( S ) ds ^= d(liJh 十 K 2 h 2 )* 


由于按假定 A 所以我们可决定I 及使乩= 0,而使 6 F ^ 

换句话说,在所选的函数 ”0) 之下无法从 dL = 0 导出 dF ^ O . 
于是在假定 以 k 2 之下，曲线 C 不得成为等周问题的解.因此，我 


0 . 


们有 


若等用问題的解存在，则 必为圓 （《=常数）. 

等周问题至此似乎已完全解决，然而存在性未经证明,还不能 

攀 

断定圆是它的解答.关于这方面的历史可参考 W . Blaschke 著的 
书 Kreis und Kugel (191 6 ) ①. 下面，我们仅就近三四十年来对 

于这个著名问題的解答研究中，摘录两三种,以供读者参考. 

( i ) Crone 及 Frobenius 定理.设 Z 为任何卵形线的周 长而 

尸为 t 围成 区域 的面积，则必成立 

_ 

I 

L 2 — 4 ： 7tF^.0 f 


(3) 


并且等号对且仅对 ffl 周成立. 

本定理的证明最初是 C,Crone(1904) 创立的，后来 G. Fro- 

I 

t^nius(1915) 有过独立研究，所以用他们两人命名.到今为止证 
明的人很多.本文仍按照他们两人用的初等方法，叙述如下. 

设 C 为卵形线,为它的一条平行卵形线，为正定向的单 

位圆. 逛为 C 的一个外切三角形，这恣*分别为的外切 
三角形且它们的三边都平行于恣的三边.从 <7的任何一点引正 
向切线，与您的一边有最初的交点.设从切点至此交点的趴离为 
名(史)，其中炉的意义如前.对于 G 及各引对应切线，设对应 
距离顢次为又设三角形您,，忍 * 的面积分别为 
仇凡，曲线 A ‘ P 所围区域的面积顺次为 F* ( 


= ^ J ； 


①本书新订版 （ I 955 / 56 ) 有中译本 （ 《圆与球苏步靑译)，上海科技出版吐 

(1986 年）， 
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厶 


11 


且迟的内切圆半径为 r , 则 


h = ^(( p )+ nt ^ 9 


V n = D n ——^ t 2 n d<p ， 


= (n + r) 2 D* — 


(t + nt * yd < p . (4) 


2 


然而按照 Steiner 公式, 


F n ^ F 4" ^iL -f' u 2 jt * 

这是 》 的二次式.当 《 = 0 时，^取 正值凡 当 
根据 (4) 得 


(5) 


时, 




F « = - 


(t — rt ^) z d < p ^ O , 


2 


就是说 


F+ nL + n 2 jt — 0 


的两根为实数，于是 


- L 2 — 4 jtFX )， 


这就是希望证明的不等式 (3). 

我们必须考察一下等号究竟何时成立 

假定对于所讨论的曲线 C , 
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( 6 ) 


L 2 -4jtF^0 

% 

这表示二次式 F + “ + 恰好是完佥平方，故必定是》的非负 

二次式.但当 


—r 时， 


(t —rt i; ) 2 d<p XO f 


F 






2J. 


即此时尸 n 所取的值又不能为正，所以只能取零值.换言之， 

•，即0的内切圆 半较， 

现在 保留您 的两边而变动它的第三边，但必须仍与^相切. 
对于这新的外明三角形您,，必有无数条切线使对应的距离於 
的值与原三角形您时相同.而这时又必须等于必 t 的内切 
圆半径 n, 所以 A =7*. 换句话说，恣与您,有公共的内切圆 .由 
此可见，当您的第三边更动时,它既切于曲线 C， 又必须切于奶 

的内切圆 ，所以 C 非重合于此内切圆不可.另外，等式 (6) 对于圆 

周是显然成立的.所以，等式 (6) 对且仅对圆周成立. 

•• 

特別要注意的是，上列证明不适用于有角点及直线段的卵形 
线.读者可参阅 H. Liebmann,Math* Zeits. ，第4卷，1919,288 

—294 页， 


(ii) Hurwitz 的证明 A. Hurwitz 最早 （190 2 ) 把三角级数 
应用到几何学，并证明了最一般的等周定理.下面是他证明的 


概要 


设两函数 


x = x(s)，y = y(s )， (0<5<L) 

表示一条连续封闭曲线，且假定此曲线为可求长,即弧长 S 存在 
作变量代换 


2:t 


m 


S， 


L 


其中 i 为曲线的周长，则 ar 与#都是的周期函数，且周期等于 
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于是得到 Fourier 级数的展开式 


CO 


卜 2] 


(a k cos&u-\-a f k sinku). 


x = 


^ a 0 - 


2 


A ? = 1 


( i ) 


OO 


&o + D 办 


osku J r h[ sinTcu) 


y 二二 


c 




k 


2 


k 二 l 


根据 H . Lebesgue 的理论，凡可求长的曲线，它的点坐标 
认 s )， y ( s ) 的导函数必 存在， 且它的 Fourier 级数 如下： 


CO 


dx 


cohku — a k ^inlcii) 9 


du 


A =1 


( 


O 


dy 


X! ^ (K cos Jcu — b k S i 11 ku) 

(1) 式左端的函数根据假定为连续，故其 Fourier 级数收敛，而且 

等号成立.至干( 2 )式则不然,右端级数未必收敛，仅代表各函数 
的形式 Fourier 级数而已， 

因 s 为曲线弧长， 


du 


A - I 


( 


2 


dx 


dy 


ds 


'初 


獻 + 獻 =( 去 ) 2 , 


从而 


2 


dx 


2 


dy 


2 n 

我们要应用三角级数论中的 Parseval 定理：设函数 /( m ) 的 
Fourier 級数为 


(3) 


du 


du 


ft 


on 


/ ⑻ 


f + 2 (% c °5^«+a^ sinku) 9 




k =^1 




第-茕 


且丨 /( w ) I 2 在 Lebesgue 意义下可枳分，则 

尸 ( u)du J a 

推广后，则可得下列定 理：由 

oo 

/ (w) ~+ > ] i<ZfcC 0 sku +01 、 sinku) 

A. = 1 


2](^ 2 + ai 2 )- 


(4) 


cosJcu \ P f k sin 左 M), 


应当成立 


J f (m) 9 ( U ) du — ~^0 fio + y: 

^ K 

从 (2),(3),(4) 先得 

09 

兀 y^^Cal +bl +fl; 2 +6； 2 ) = 2 

k =1 

再定义封闭曲线的面积为 

w 


(5) 


n 


L 


( 6 ) 


n 




2 tc 


x^-du 


F = 


(7> 


du 


按照 （1),(2),(5) 得 


^k{ a k b f h — a , h b k )=F 


( 8 ) 


n 


合用 （6) 及 (8), 可得 


L 2 


2F = jt^2 {~ 61 ) 2 + (Jca 9 h +b k ) 


n 


+ a 2 - l )(& i +6 i 2 )} 


C 9> 


所以 


L 2 - 4 jvF> 0 . 

由 （9) 的右端易知,上式中等号限于 
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0 , a\ — b[ = 0, 


Oi ■- 




( 10 ) 


(1 (x jt 7 ~ if^ ^ ~~ 0 (/?2, 3, •.•) 


时成立 . 然而这时曲线 （ l ) 为 


a 0 4 flicos« -hajsiiui. 


x = - 




2 


6o —ajcosw + fl! sintt 


2 


即为一圆周.因此得到 

定理设一条平面曲线为封闭曲线且可求长，则其周长厶与 
所囤面识尸之间必存在关系式 

— 4 jtF 之 0, 


( 11 ) 


等号对且仅对圊周成立， 

注意，关于等周问题及其苻关问题近年来研究较多，不胜枚 
举 . 其中对于等周问题不筇忒的改进，以 T.Bonnesen(1924) 定 

理为最 著名： 

设 L, 尸为任何一条印形线的周长及所围面积； r 为该印形 
线内所含的最大圆的半径，且丑为把这卵形线包舍在其内的最小 

_ 圓半径，则 


L 2 — 4jtF^4^(R—r) 2 , 


( 12 ) 


等号对且仅对圓周成立， 

这定理的证明可参阅 

T.Bonnesen, Les problemes des isoperimetres et des 
isopiphanes, Paris(1929) (1955 年新版 ). 

W. Blaschke, Vorlesungen xiber lntegralgeometrie, Erste 

Heft, Teubner(1935) 


关于凸体论的文献还可参考 



I ■ _ 


I\ Bonnesen-W. Fenchel, Theorie der konvexen korper 


(1933) 


特殊挠曲线 




定义设挠曲线的切线始终与定方向成一定角度，则称此烧 

曲 线为一 般螺线或定傾曲线. 

例如，乎面曲线,普通螺线都属于这族曲线.古时候对此作过 
研究的学者有 Lancret (1820), Saint - Venant (1848), Bertrand 

(1848) 等. ’ 

设固定方向的单位向量是 M , 定角为则 


T = COS0 


关于弧长 S 微分，利用 Frenet 公式 （ § 2) 在曲率 a ： 二时，便有 




所以曲线的主法线始终与固定方向垂直.因此可写出 


• 士 sin 


再关于 s 微分这等式, 


( 


h 




m 


r 


P 


cos8 


,suw n 

士 - -0, 


T 


P 


r 


土 Ctg0 # 

就是：对曲年不等于鞏的一般螺线，它的挠牟与曲率的比是常值. 

反过来，若曲率非零的曲线在各点的挠率与曲牟的比是常傈 
左，则必为一般螺綫. 






P 




特殊挠曲线 


4S 


學 


证明.取 (9 使 ctg ^， J ;(0<6><; r ). 取向量 


cos 6T sin 6B 


关于 S 微分，利用 Frenet 公式和假设条件士 = 


P 


9 — cos6* —— N — sin0. —— N = 0 , 


P 


所以 U 是固定方向.显然有 t^T = cos 0. 因此，曲线为一般螺线 


证毕 


方程 


常数称为一般螺线的特征方程. 




P 


现在把一般螺线上的各点向固定方向 M 的任一垂直平面上作 
射影.设正射影为"？=($，#，幻， 一 般螺线仍记为 r =0, y , s ). 如 
果所取的垂直平面为 


则 


—(u.r) 


r = r 


: f 是得 


dr 


—— ~T— cos0U, 


ds 


2 r 


-—N. 

ds 2 ~ r f 


/dsy dr 

\ds) ~ ds 


s = i sinO^s 






7 


综合之，则为 

定理一般螺线在其固定方向的垂直平面上的正射影曲线与 




50 


原曲线有对应的平行主法线，两弧长之比为常数 （=± sin0 ), 且两 


曲率之比亦为常数〖 =— 


sin 


我们从这定理便可 证明： 

Enneper 定理若一条一般螺残在一个球面上，则它在其对 

应的定方向的奏直平面上的正射影曲我必为外摆线， 

证明根据假定， 


dr 


p = • tg0 ， 




P 


ds 


消去 P 得 


dr 


2 


tg 2 外 =/? 2 , 


r 


ds 


dr 


厂 R 


9 


r 2 


v 


土 Ctg0 






ds 


r 


rdr . , 

士心. 


积分后有 


s - + tg 0 


r* = i? 2 —5 2 ctg 2 0. 


但是正射影曲线的曲率半径 




f = rsin 2 0, 


且弧长 


5 = 士 sin 


s 


所以 


z 


~ R 2 sin 4 0 — cqs 2 0 


这恰好是外摆线的自然方程 


证毕 




特殊设 W 线 


Bertrand 曲线 


定义 若一挠曲线 C 的主法线同 时为另一曲线的主 法线, 

则 (7 称为 Bertrand 曲线, (7* 称为 C 的配倜. 

根据这定义知道,亦为 Bertrand 曲线； (7 则是 C * 的配偶. 
所以 C ， C * 有 Bertrand 曲线偶之称. 1844 年, B.de Saint-Venant 

提出应如何决定这族曲线的问题，至 1850 年由 J . Bertrand 完全 


解决 


设 r ( s ) = ( x ( s ) f y ( s ), z ( s )) 为一条 Bertrand 曲线 C 上点的 
向量表示，而 

r , r * 是在同一主法线上的两点，则 

r^ — r + aN. 

关于 C 的弧长 s 微分上式两端，并根据 Frenet 公式进行 


是 C * 上对应点的向量表示.由于 


(1> 


改写 


dr 


( 1 ~ t ) T+ ^ ]V+ 


( 2 ) 


ds 


P 


然而在的切线方向上，这个方向必须垂直于主法线，所以 


dr 


N 


= 0 , 




ds 


da 


即石 = 于是 fl 为常数.就是说：一条 Bertrand 曲我的任何点 

与其配偶对应点间岭距离始终是常值. 

设在对应点的两条切线的交角为©，則可改写 (2) 

X* = coso> 

I 

式中的 T * 表示 C 7* 在对应点的单位切向量 

关于《微分 (3) 的两端， 

dT* ds* _ 

ds* ds 一 


T + sinci> 


( 3 ) 


ds 


COSCJ 


N 


干 




ds 


t 


P 



一 章曲线 


dcoSQ) 


T 士 


is 


as 


但是 N * 与 N 至多只能差一符号，故上式右端 T ， B 前的系数都 

等于零，于是《为常数.换言之，<^与0*在对应点的两切线交于 


固定角 


现在比较 (2) 与 (3), 并注意到穿= 0,则得 


ds 


1 -— 


= 0 


r 


P 


土 sinco 


COSQ 


士" 一 sinco ^ 


⑷ 


cosco = + sin 6) 


P 


反过来，若一条挠曲线 C 的曲率及挠率之间存在关系式 (4) 

则 C 必为 Bertrand 曲线.证明如下. 

根据 C 及常数 a 作曲线 C 


aN 


午是有 


dr^ ds 

■*p— ■ ■ I ■ 

ds ds' 


ds 


ds 


P 


以及 


ds 


) 


i— 


ds ~ 


r 


P 


考虑到 U ) 式，可得 


1 - 


ds 


P 


i 


ds 


cosa > 




由此可得 


T *= coso^T 土 sinco . 


■ 

* 




8, 特殊挠 l 2 l 线 


关于 S 微分, 


* 


ds 


cosco sin6) 


N 




木 


+ 


本 


ds 


r 


r 


P 


因而 


N 本二 elSf ( 於 = 士 1 ). 

这表示在对应点有公共主法线，所以 C 7 为 Bertrand 曲线 

I 

由此看出， Bertrand 曲线的特征方程是 (4). 

现在设想一条曲线，它的曲率及挠率之间存在一次方程 

士+多 +(7 = 0, 


( 6 ) 


(7) 


r 


P 


式中的 (7 均为 常数. 若 C = 0 , 则 (7) 为一般螺线的特征方 
程，在前面已详细讨论过.反过来， 若 C 关0, 令姜 

— tgo >, 就可把 (7) 改写为( 4 ),所以这时的 (7) 就是 Bertrand 曲线 

的特征方程 . 

由 （1) 确定的曲线 C * 也是 Bertrand 曲线.根据 (1) 与 (6), 可 
把 C 的对应点坐标表示为 


A 


= —a 




r = r^—eaN 


* 


(1*) 


再根据 《 等于 1 或 一1 改写 (3 ) 为 


T 


— ⑽） .T* 士 sin ( — eco) *3 




由此 可见： 当^与^^ 交换 位置时，从以往所获得的 公式经过置换 


P 


ea —ea> r 


P 


之后,即可求得它们相对应的关系 

例如,从 (5) 的 第二个方程 , BP 


ds 


士 sina> p 




% 


P 


s 


可导出新关系 
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ea 


=士 sin (—⑽）， 


ds 


P 




P* ds 


于是消去有 


ds 


⑻ 


PP 


这样，我们得到 Schell 定理：两配隹 Bertrand 曲线在对应点的 

挽率乘枳等于正常数. 

又从 (5) 的第一方程，即 


ds 


t v 

■ ■■■ II 響 


= COS 6), 


ds 


可推导新关系 


£0 


1 + 


= COSO) 


千是 


1 一二 1(1+与 


(9) 


= cos 


r 


r 


设在对应点尸*的曲率中心为尨,浞*,则 P ， P ' M , 
ng 点桷交比等于 


(PP% MM ^) = (0, a $ r, fl + er*). 


或按 (9) 改写为 




( 10 ) 


C0S - fi> 


这样，我们得到 Mannheim 定理： 设两&偶 Bertrand 曲残 

在对应点的曲率中心为 M $ M * 9 則交比等于 
正常数. 



. 特洙挠曲线 
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Mannheim 曲线 


定义若一条空间曲线的主法线同时为另一曲线的从法线, 

则第一条曲线称为 Mannheim 线. 

这种曲线是 Mannheim 在1872年发现的. 

根据前段关于 Bertrand 曲线的方法可写出第二条曲线的解析 


表示为 




( 1 ) 


式中 a 表示一常数. 

用 W 表示第二条曲线的弧长,且用 T *， N* f 分别表示它的 
切线，主法线,从法线的单位向量.关于 s 微分 (1), 




ds 


P 


再关于 s 微分，则得 


d 2 s 


f ds ^ 




+ T 


N 


ds 


ds 


P 


dr 


dp 


T- 


ds 


(Ls 


9 


伹是根据假定， 


N-eB^ (e::±l). 


所以 


= 0 , 


P 


反过来，若一曲线的曲率半径 r 与挠率半径 p 满足 (2), 则它 
必有上述性质.这个事实的证明从略. 

这样，我们证明了，（^)为 Mannheim 曲线的特征方程. 


极小曲线 


h 自然参数 


若一条虚曲线 r 二 (尤， y ，的坐如满足微分方程 


dx 2 + dy 2 + dz 2 = 0 


( 1 ) 


则称为极小曲线，这时，弧长不存在，因而无法运用一般方法.对 


它我们特别讨论于下 


首先要决定的是极小曲线的自然参数 P 或 Vessiot-Study 


参数 


设 r ( f ) = ( a ；( 是极小曲线的表示式,则按定义 


(~ i ~) = (§) + ( f ) +(|) 


= 0 9 


于是 


dr d 2 r 


7T ~ ；1 0 


dt dt 


现在把 参数纟 改为 


dr dr dt d 2 r d'r dt 

dp dt dp* dp 2 ~ dt 2 


{ dr d 2 t 
^ dt dp” 


于是 


现在选取参数使 


( 


( 2 > 


就可决定 ( g ) ， 


d 2 r 


) 


<S) 


从 (3) 取各侧的一个四次方根时，我们便有 



极小曲线 


d 2 r 


dt 


dt 


然而应该选取哪个根，在这里还是无法决定，而为此必须作进一步 
研究_ 


按照 Study 的做法，记 

d m r d n r 

dp m dp n 

则从行列式乘法定理易求得 


(m,«) — (n,m). 


⑷ 


dx 


dy 


dz 


dp 


dp 


(Ip 


d^?/ d l z 

~ ： lp z ip 1 dp 1 

y d s z 

— I — 1 _ ■ • - m • 

dp 3 d p :i d 

|(1,1) (1,2) (j,3) 

二 1(2,1) (2,2) (2,3) 

1(3,1) (3,2) (3,3) 


dr d 2 r d^r 

■ 

dp ' df 2 ' dp' 


or x 


(5) 


但是根据 (4)， 


d 


(m ， n) — (m + l^n) + (m，a 4-1), 


■ ■ I 


dp 


且已知 


(1，1) 二 0, (1,2) =0, (2, 2) = —1, 

所 P ( l ，3) = (3, l )= l . 代进 (5) 式的结 果是： 

■ 

dr 、 d 2 r d s r 

dp dp 2 J dp^ 

从此可见，只要取 p 使它满足 ( 2 ) 式,那末总是成立十列关系 

dr d 2 r d 3 r 

dp ’ dp 2 ’ dp$ 

观在让我们选定这样的 ji , 使得 


=土1 
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dr d 2 r d % r 

to- h ■■ ■ ■ j- - — ^― 

dp ' dp 2 J dp^ 

经过参数变换卩后，从行列式的一个性质易知 


dr d 2 r d 3 r\ ’dp ' 6 / dr d 2 r d 3 r 

\dt) \df' dp 2 ’ dp 3 

的值被完全决定 r . 与前面的条件 ( 2 ) 合用的结果是, 

h 

d 

参数 i ? 除一符号外被完全决 定了： 


(7) 


dt ， dt 2 , dt 3 /~ 


dp' 


这样， 


dt 


rf2 r d 3 L\~t 

凡是满足 (8) 的参数 P 称为极小曲线的自然参数或 Vessiot - 
Study 参數. 


(2, 2) = —1，（‘ 


2. 基本定理 

设两条极小曲线 r ( f )=(®0)， y ( t) t z ⑴）与 r *(<) 

0^(<)，3^(«)，2?*(0)在运动群下为重合，则 


—+ O^Z + fl ， 
— b\x 七 b%y+b 尨 z+b ， 

= CiX + C 2 y + C 3 Z + C , 


X 


⑴ 


z 


式中 








b 


( 2 ) 


Ci Cl C3 


表示直交阵，旦其行列式等于 1. 于是 


dr* d 2 r* d 3 r*\ 

■ ■ ■> P . ■ . I *T • v 卜 

dt 、 dt 2 4 di ^ 


dr d 2 r d $ r 
dt ? dt 


3 




，极小 ift i 
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所以两曲线在对应点〖有相同的自然参数 P 和不变最 


d 3 r 


(3,3) = 


) 


< P ( p ) 


dp 


换句话说， 当两极小曲线在运动群下能互相重合时，它们在对应点 
必须有相同的 P 和 （ p ( p ) • 

我们将证明这条件也是充 分的： 

设两极小曲线在对应点有相同的自然参数丨和不变量 qp ( p)r 

* 

则它们必能在运动群下互相重合. 

取公共自然参数/为两曲线的参数，而且设 

r ( p ) = (^( p ) yy ( p ) f z ( p )), r *( p ) = ( x *( p ) f y *( p ), z *( p )) (4) 

为它们的表示.我们先决定三个函数 40), 丑00,(70>),使 r 0») 
的三个分量函数满足下列的微分方程 


de 


(5) 


dp 


示+ 御) 较+心 )0+ 咖 

为了决定三个系数 C ， 我们首先用与 (6) 的两端作点乘 


dr 


( 6 ) 


L»J 


v 


dp 


从 


(i ， 1) = (1,2) =0, 


立 即得到 


(1， 4) +4(1,3) =0 


然而 


(1， 4) = — (2, 3) =0 


所以 


A ( p ) = 

其次，以 g 与 (《) 的两端作点乘，结果是: 
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(2,4) +B(2,2) -0 

然而 (2,2) = — 1, (2,4) + (3, 3) = 0, 所以 

B(p) ^ (2, 4) — — (3, 3) 


<p(v) 


最后，用 $P；/(6) 两端作点乘，则 


dp 


(3,4)+(7(1,3)=0_ 

然而， (1,3)+ (2,2) = 0, (3,4) + (4, 3) 二 f 00 ,所以 

0( p ) = — (3, 4)= 


<P r (p) 






这样，我们终于获得/微分方程 


d A e 


㈣ 喷-如 , oo S =o 

我们也可用同样方法去决定 r* 的三个分量所满足的微分方 

« 

程 (5). 由于$及史(》为两曲线所共有，所以欲求的微分方程仍 
旧是 (7). 于是 a:(；0，y(>)，2r(i0 及 都是 (7) 的 

解.另外，6 = 1不但满足 (7), 而且还和; r(p)，y(;0,；5(；»), 构成了 

(7 )的四个线性独立的解，因此; r* 00 , y *( p ), z *( p ) 都可表达为形 
式 (1), 而其系数都是常数. 

然而及乃是双方曲线的自然参数. 

d 2 r 

dp 2 i ~\if 


(7) 




dp A 


d 2 r*\ 2 


= — 1, 


从(1)立即导出下列关系 


°i +6j 2 + C| ~al -{ b \ + c! = flf + 6f + c! = l, 

Ojff 2 + b x b 2 + 0^2 = 0203 + 6 2 6 3 + c 2 c 3 


— o^O\ + b^bx + c 3 c?i = 


栽是说，方阵 (2) 是直交阵.再从 


dr ^ d 2 r % ^ 3 r * 

■■ 国 ■ ■■ ■- 丨 ■ - 一 ■ 

dp ' dp 2 dp z 


/ dr d 2 r d z r 

=V W If 




极小曲线 


容易断定，这方阵的行列式等于 I 

由此看出，曲线实际上是曲线 r ( p ) 运动后的曲线,因此 

两曲线是能互相重合的. 


3. 极小曲线的方程 

现在来讨论微分方程 


dx % -V dz 1 =0 

的积分问题.设 /i (< x ) ，/ 2 ( a ) , / 3 ( a ) 为一组解，则 

/; 2 (a)+/p(«)+/《 2 ( a )=a 

我们不妨假定 /〗( a )#0, 把上列方程改写为 


(1) 


/;(<%) + if 2 (g) /;(a) — 

^ ~■ * - • 

-/ 3 ( a ) 


/s(a) 


若记 


( a > + i /( ( a ) 
-/；(«) h 


则 w = «( a ), 而且 


f\(a)— if 2 (a) 1 


/’3 ⑷ 


把后两式改写为 


/i (®) 4 - 《/“<*) + w /“ a ) =0, 

fi (°0 —</ 《⑷一丄 /' 3 ( a ) =0 


由此解得 


n («) _ /a («) n (a) 


1 — w 2 i ( l +« 2 )~ 2 *i 


记它们的公比为⑻盒,积分活得到 
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(l^u 2 )F(u)du, 
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fx (a) 


x = 






2 


—f% (®) ^ 


( 2 ) 


2 


式中的 F ( M ) 表示 M 的任意函数. 

为避免出现积分符号起见，特记 

Fw = r ( u ), 

式中， /(») 也是任意函数.我们根据分部积分法容易把 (2) 表示 


z=fz(a ) = 


为 


(1 — tt 2 ) /〃 ( a ) + m /' ( w ) —/(«), 






2 


(3) 


货 （ U ) — iu f ( w )+;/(«) 

z=uf ,f (n) —f («)• 

这就是 Weierstrass (1888) 所发现的 公式. 


习 


1. 证明极小曲线 (3) 的自然参数为 

P=^if ftf (u) du. 

2 - 设方程( 2 )表示一条极小曲线，证明共不变量等于 


:⑷ 


% 


vif) =YFr {5Ffl ~ 4FF&) 


(5) 


_5F /2 ~4FF 

- m _ _ 




—J<p (f) 

3. 将一极小曲线垂直射影到两两正交的三个平面上，并对三条正射影 
曲线在对应点的曲率半径 t x $ t 19 t % 选取适当的符号.证明 


Cartan (1935) 称 


为极小曲线 (2) 的曲率 


K 




8 F 3 




( Blaschke , 1909>. 


( 6 ) 



曲线灼整淖性质 
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§10. 曲线的整体性质 

微分几何学中所讨论的内容，原来是关于一个图形的局部性 

质.然而这种局部性质与图形的整体性质之间存在着一定的关系. 

所谓整体緻分几何学就是研究这种关系的分科.例如，前面叙述 

■ 

的等周问题实际上就属于这类.为阐明它的意义，我们就平面 
曲线和烧曲线各取一例进行讨论于下. 


1. 四顶点定理 


定理设一条凸闭曲线的曲率半径 r ( s ) 存在直为的连续； 

数，则它的顶点，即 r ( s ) 取极大或极小值的点，至少有四个. 

Blaschke 的证明设 s 为曲线弧长,为曲率半径，而且 
为正向切线与正37轴的交角，则 

ds da : 

/ ~ 7 ^ y 八 

d<p ds 


< f > 


dy 


= cos<p. 


二 sin (p. 


ds 


于是 


CGSfpds — 


r(<p) cos (pdcp ， 


x—x Q — 


<pds = 


r((p)sinqpd(p 


y~Vo = 


然而，曲线是凸闭的，所以而且 


rcosq?d<p =0, 


rsin<pd<p =0 


( 1 > 


在曲线的任何点尸以）引正向切线“，又从原点0引与/，平 
行的半直线使与单位圆相交于点 P '. P 的坐标应当为 


y f :: sin 炉 


X =cos<p ， 


当戶绕曲线一周时 ，严 也绕单位圆一周. 

现在把曲线在尸0)的曲率半径/ '(¥») 看做质量，并设想它被 
安放到单位掘上的对应点 P '， 于是单位圆上的各点都有相应的敢 
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量.这样一来，方程 （1) 表示： 此质量系统的重心为圆心 0. 

根据膜设，以史)是史的连续函数，所以在曲线上必取极大值 
与极小值，且极大与极小必定互相交叉发生.因此，顶点的个数必 
为偶数.所以我们只须证明下列 事实： 

仅有两个顶点的印形线不存在. 


为此，我们采用反 证法. 假定有一卵形线，它的曲率半径仅有 
一个极大值与一个极小值.现在分别用4及5表示曲线上的这两 
点， 并设I及汉是单位圆周上的对应点.在单位圆周上无论是 
顺时针移动或是逆时针移动，从I到 F 的各点所放置的质量一 
路减少.若取I至皮的方向为 3T 轴正向，则轴以下半圆周上 
任何一点所置的质量就比它关于0；轴的对称点上所置的质量来得 
大，因此，全体的重心必在 a： 轴的下方，而决不能与圆心重合.这就 


与上述结果互相矛盾.所以假定的卵形线不存在.换句话说，顶 
点个数 至少有 四个. 


证毕. 

椭圆仅有四个顶点，即曲线与长短两轴的交点.因此，印形我 

项点的最小个数等子 4. 


d /1 


) 


这个证明的优点在于用的殺设条件较弱.倘若假定 

的存 在及连续性，则有更巧妙的证明，即 

Herglotz 的证明设直线的方程是 

ax+by + c = 0 ( a , b r c 皆为常数). 

表示曲率，并作积分 


ds 


用 


(ax^by + c)K f ds. 

因为对 于直线两侧的点，代数式 ax + by -\- c 的值有不同符号, 
且根据 假设〆也有这性质，所以 (fla?+6y+c)〆 在全曲线上除了 
在 >4、 B 两点取 0值外,佥取正值或负值，于是 
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65 


( ax + bp ^- c ) K f ds 令 Q . 


然而根据平面曲线的 Frenet 公式 （ § 7-1) 


d 2 x 


dy d 2 y 


dx 




ds z 


ds 2 


da 


我们有 


L 


dx 


t 


K f xds =[K ； r] 


UW ■¥ 

K—OS = 




ds 2 


ds 


o 


L 


K^ds ^ <t)^4ds = 


2 


a : 


K f yds —l^y2 




ds 


ds 


I o 


1 L 


K f ds —K\ —0 


0 


因此，对于任何常数 a ，6， c 总是成立关 系式： 

r / 

(ax + + c) 〆 ds =0. 

I 

这结果表明了所假定的仅有两个顶点的卵形线不存在.证毕. 

四顶点定理最初是_度加尔各答大学教授 S . Mukhopadhya 》 
(1909) 所证明，但长期未被大家所知悉.1912年 A. Kneser 在他纪 

m 

念 H . Wtber 的论文中独立发现了此定理，第二年 (1913) 又有 Bla - 
schlr 的证明.迄今为止讨论的学者颇多，例如， 

<1914), W . Siis - a 935), W . Graustein (1936), 虞介藩 （1937) 等 




Mohrmann 


_ 


Fenchel 定理 


对于空间曲线的研究困难较多，结果也比平面曲线的少.下 

■ 

面举一个 W , Fenchel (19 2 8) 证明的定理 • 

■ 

定理设一条空间封闭曲践的曲率为 


^则其全曲率 


r 


L 


Kds7^-2jt ， 


( 1 > 


0 


并且等号对且仅对乎面凸闭曲线成立. 

这定理的证明需要一 个引理 ( L 6 wner 定理， 参照§ 1. 4 习题 

5)： 任何封闭挠曲线的切缉象与任何大圆弧必相交. 

原曲线 r (>) 的切线象决定于表示式 

p = T ( s ) (0^ s < L ), 

从此导出象的全长 


dr 


式中 T = 


ds 


J:l 苦叫 


Kds 9 


即原曲线的 全曲率 • 于是我们可改写上述定理为下列 方式： 

定理任何一条封闭曲线的切线象全长不小于 2 jt . 

Fenche 】 原来的证明非常巧妙但是很长，这里不详细叙述 
们将根据 Liebmann (1929) 的方法进行证明如下 • 

设所讨论的切线象 沒上的两点 5 把 整个况的弧长平分为 
两段 次现在用大圆弧连接 i 4, 丑； 设它的劣弧为 

AB^n, BA^ 

若 AB = 


我 


，贝于是厶的全长 

AB + BA ^2 ff . 所以我们只要研究 AB<n 的情形就足 够了. 

连接球心0及的中点 I ,且作一大圆使它所在平面垂直 





10. 曲线的盤泳性质 


于 OJ /. 从引理知这个大圆与以必有一个交点/ 5 (图 12). 另外 
分别用大圆弧乂户，连接2与尸，尸与5,则 


=AP rPB^AP + PB 


mMAP+PB 


为什么呢?设是大圆4 B 的直径, 
⑽ 丄 6 M /， 则 Z ) ZV 是 ZXOB 的外角平分线且大圆弧 DPD ' 所在乎 

面经过 /)/>' 并垂直于平面 AOB ， 所以 


— 7 t 


ZPOB = ZPOA f . 


于是 


ZAOP^ ZPOB = ZAOP-h Z.POA 1 


—n 


然而球的半径等于 1, 所以 


.IF \ PB = tz 


周此 


即 1>2 tx 


2 


倘若 Z =2^ r , 则 aS 为大圆，于是原曲线为平面曲线，而且 

ads 二 

表明： 原曲线是卵形线.（严密证明可 参照： 苏步青著《微分几何 
五讲 》 ，上海科学技术出版社,1979年版, 4 一 11页 .） 


d<p — 2 jt 


习 


1* 谨明任何一条弗形线至少有一个外切正方形.[令1>(供）(史)+ 

M 炉 + JT ),% 明 D (< p )— d(^p +*1^ = 0 在区间0^炉 < JT 内至少有一个根 .] 

■ 

I 

证明卵形线的最小密切圆全部在卵形 Q 内部，而且最大密切圆必包 


2 , 


含卵形线 


如杲卵 形线的 两条任 意平行切线间的距离始终等于定长6，则此卵 
第线称为定嚷曲线，&称为幅 • 试证定幅曲线的周长等于幅的 


3 


* 


倍 （ Barbier ， 


n 
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i860) 


4. 当定幅曲线的两点有平行切线时，称为对点.求证下列两 定强： 

( A ) 对点的连线是曲线的二 i £ 法线. 

( B ) 对点的曲率半径 之和为 常数. 

i 设想在卵形找的各点都放上一个苫 T •该点的曲率的质董.此质量系 
统的申:心称为 Steiner 勘率重心.试钲： 

⑷卵形线$=$(史) ， y=y (炉)的曲率重心坐标为 


1 ^ 

1 y (p) d<p. 

Jo 

( B ) 卵形线的平行曲线有公共的曲率重心（林鹤一， T.Hayashi). 

( C ) 从卵诞线内部一点0引各切线的垂线，其進点轨迹称为卵形线关 

于点0的垂足 曲线. 证明垂足曲线的面积 4(0) 当0与曲率重心重合时为 

最小，凡是使4(<9)为定数的点0的轨迹是以曲率重心为中心的一个圆周 
( Steiner , 1838), 

(£>) 若设 〆 ㈣ 的 Fourier 级数为 


x {(p) d(p ， 


Xi — 


2 n 


+ (a k cos k<p + b k sin kq>) p 

k 

則只有当原点 0 与曲率中心 IS 合时才得到 A — 0,6| =0, 

(窪田忠彦， T _ Kubota , 1918). 

⑻ 设一卵形线始终与两定直线相切且在其间转动，当卵形线以某一 

位置出发转动而再回到原来位置时，卵形线所在平面上的一个定点0必画出 

一条封闭曲线 • 用 4(0) 表示它的面积，則 4(0) 在0与曲率重心重合时取 

最小值 • 一 般地，凡使』 W ) 等于定值的点 (9 的轨迹是以曲率重心为中心的 
一 个圆周（苏步青, B . Su ， 1927). 

_ 6,在卵形线上各点放置一个等于此点的曲率的质量.设 / U ) 是此质 

量系统关于一条定直线 Z 的惯性矩.试求使八 /) 取最小值 的直线 /. 所求 
的直线（称为曲率轴）必经过曲率重心（苏步青 ，1928). 

7. 如果一卵形线满足 • 


Ti<p) 




1 


2 


1 




(p) sin2<pdq> = 0 f j r (q?) co^2<pd<p—0 9 

那末 r 这卵形线与它的平行曲线必有公共的曲串轴(苏步靑 ,1928) 

8_定幅曲线属于上列卵形线族. 




9. 试使关于上列卵形线族的两个定理 


(A) 顶点莖少有六个. 


、⑻ 外切正方形至少有三个 


( Ganapathi , 1934). 


可展曲 


E 纹面 


由直线的运动所画成的曲面称为直纹面 •设纟 为定值而 T 为 


参数，则方程 


r=a(t) +rl(t) 

应当表示一条直线•当 < 变动时，上列方程表示单参数直线族.所 

賢 

以将 （1) 中的《及『看成两个独立参数时，就得到直纹面的解析 
表示. 


( 1 ) 


现在要求使一个直纹面上所有直线为一条挠曲线的切线，或 
者都通过一个定点,或者互相平行的条件. 

设直纹面的直线都切 一 条曲线 c , 则必有适当的函数 
r ( f ), 使 C 的方程为 


r = a(t)^ 


关于〖微分, 


包呼+， ⑴ +r ⑴柴 

式中，《(0在 c 的切线方向上，所以必存在适当的函数 々( f ) 使 

由此消去 r 及 〆 一 A 这两个函数,我们就得到必要条件 

(a% V) =o. 


( 3 ) 


dt 


(4) 


由挠曲线的切线所构成的曲面称为切线面.此时的切线就是 
它的 母线. 特别是，当母线均交于同一点时，直纹面称为键面， 
点称为 顶点. 所有母线互相平行的直 纹面称 为栓面 


这 


以上三#卉纹 



而合称可 展曲面 ，这是因为它们不用伸缩便可展成平面的缘故(详 


见第二章曲面论) 


我们容易 证明： （4) 也是直纹面成为可展曲面的充分条件 


当可展曲面为切线面时,原曲线 C 称为刃线，它上面的点是曲/ 


面的奇点. 


例 I 单参数平面族的包络面必为可展曲面. 


设单参数平面族的方程是 


n ( t)-r — p ( t ) =0, 


式中的三个分量与 KG 都是《的 P 级函数.我们作对应于 


t 的两个值 t，t 往 t 的平面 


n ( t )^ r — p ( t ) —0 


n(t +A/) ^r—p(t \ At)-0 


它们的交线决定于两方程 


n ⑴ . r — 声⑴= 


『▲1 


w( / + A/) — tr( t ) 


+△ 《） —p(t) _ 


r 


M 




当 / U —0 时,两平面的交线取抿限位置 


'(()•!" 一 〆 （ t) =0. 

然后变动这些直线就构成了一个直纹面.另一方面，从三个 


m 


方程 


tt ⑴ 1-11(0=0, 

■ 

可解出 r ( f )=( ar ( f )， y ( f )， 2 ( f )), 所对应的曲线的切线全体便鼠 

成上述的直纹面.实际上，微分以下两方程 

n(t).r(O-?(O = 0,n , (O*r(t)-pXf) = 0, 

并注意到 n w ( f ). r (0 — P " P )=0, 我们得出 



n ( t )' r r ( t ) — 0 , n'(f )* r'(f ) = 0. 

这就表明，曲线的切线与直纹面的母线具有同一方向.所以直纹 

面足曲线的切线面.原平面必为曲线的密切平面. 

例2 试求一条挠曲线的法乎面族的包络. 

挠曲线 r ( s ) = ( x ( s ), y ( s ), z ( s )) 在弧长 s 的点处有一张法 
平面，它的方程应为 


T ( s ) - ( p — r ( s )) =0, 


所以它的包络就是由直线 

T(s) • (p—r(5)) — 0 , N(s') • (/o—r(«)) = r(«) 

所生成的直 纹面. 这直线便是曲线在 s 处的曲率轴(参考 §5) .尤 

其值得注意的是，这时可展曲面的刃线就是密切球中心的轨迹 
(§5,公式 (8)). 


例3试求一条挠曲线的从切平面族的包络. 

b 

此包络应当为可展曲面，且曲面在这条挠曲线各点的法线与 
同一点的主法线相重合.所以给出的曲线是此包络面的测地线(参 
考§ 4. 2 ,例1 )• 若将此包络展平,则原曲线必化为一条直线 
即为从切平面的另一种称呼化直平面的由来. 


这 


Cesaro 曲线 


设一直线固定在挠曲线 C 的活动标架内 • 当此直线随标架活 
动而画成一个可展曲面时，问 C 应该为何种曲线. 

I 

这种曲线称为 CesAro 曲线. 下面来求它的特征方程. 

根 据假设 ，可 展曲面的母线是活动 标架内的固定直线, 所以它 
的方程 如下， 


p^r(s) + (p l ^tq 1 )T(a) + (p t + iq t )N(9) 

式中 A(f = l ，，2,3) 皆为常數_ 


( 1 ) 




第一章曲线 


将 S 及 < 看作独立参数时， （1) 表示贸讨论的直线构成的直纹 
面的方程，前段的充耍条件这时 变为： 


\^± b)-^N 

I 


、 P 


T 


a rji 


r 


r 


P 


P 


QiT r ?2 


'丁 






rg 2 (-—T+—B 


- XlN "= 


r 


r 


P 


P 


用值等于 1 的行列式: 


(t ， n ， b) 


乘上式两端，则可改写为 


pi Ps p 2 

P P 


r r 


?3 i — o 


( 2 ) 








?2 


2 


3 


r r 


P P 


展开后易得二,一所满足的二次方程 


r 


P 


j — ^ + J 5 - 1- C 

t 1 rp 

式中 A ， B ， C ， D，E 表示常数， 

特别当 Pi = = 及3 =0 时， （2) 化成 


i D — \' E — = 0 , 


( 3 ) 


p - 


r 


P 


士=常数，所以曲线为 


p r 


一 般螺线 


!• 渐缩线及渐伸线 

k 


挠曲线在各点的法线构成一个单参数族 • 设 r 为一条法线与 
主法线 的交角 ，刻此法线的方程应为 

:!' p = r + f (cost *i\T + 

式中 r ， N , J 5 的分量及 7 皆为弧长 


B), 


( 1 ) 


suir 


的函数，而 《 则为法线上点 


8 




11. 可展曲面 


的参数 


当点沿曲线变动时，对于 r = r ( s ) 的法线 (1) 画成一个直纹面 
现在朿研究这轨迹成为一个可展曲面的充要条件. 

我们仍旧应用本节第1段所得的方程到 （1) 式，易得 


N 


T 


T, 


汉 + sin r • 


COST 


, cost 


畢 


sinr 


r 


P 


P 


-4 - ( — sinr • N + co3r • B) ^0 


ds 


r 


:.后, 


sinr •iV + cosr • J5) 


T , 


cosr 


f > 


也就是 


1 丰心一 

1 


( 2 ) 


ds 


P 


所以所求的函数 r (®) 应为 


ds 


I 


rO) = 


( 3 ) 


p(s) 


从而所求的可展曲面是 

p-r(s') 

W — •物 —sin f 

要注意的是计算不定积分 j " 


ds 


B(s)) 


( 4 ) 


P («) 


ds 


时，积分常数为任意,故得下 


p(s) 


列定理 


设从一条挠曲线上各点适当地引一条法铢，使沿挠曲浅的全 

体法线构成可展曲而，則按同一方向旋转定角后的法残仍旧构成 
可展曲面. 


于是从一条挠曲线 <7 出发,我们可作单参数的可展曲面族.每 
个可展曲面的刃线称为 C 的渐缩线，而〔则称为每条刃线的期伸线. 




⑴此河见，一条挠曲线有单参数的渐缩线族，而且每条渐缩线的渐 


伸线为 C 及其他单#数母线族的直交曲线 


习 


1. 我们用挠曲线在一点 P 处的密切平面去截这桡❿线的切线酎.证明 


所讥的平而曲线在 P 处的曲率半径等于曲线在尸处盼曲率半径的丄 


( Beltrami , 1865) 


2 , 


经过挠曲线在一点 P 处的切线，作密切平断以外的平面，证明此平面 


与切线面的交线必以 P 为拐点 


3. 试求一条挠曲线的所有密切平面的直交曲线 


试求~条挠曲线的所有法平面的直交曲线 


Darboux 方法 


Darboux 研究曲线论时不采用普通的方法，而独树一帜地利 
用了运动学的简单原理.为明了其中的妙处,把他采用的方法简述 

I 

于下，以便参考 Darboux 的名著 《 Lejons 》. 

我们把曲线 r ( s ) 看作质点运动的轨迹，把弧长 s 看作时间, 
则当《变化时，曲线在 3 点的活动标架一方面沿曲线作移动，另一 

I 

方面又绕 S 点作转动_转动的瞬时角速度向量记为 coO ). 

.根据运动学中速度迭加的简单原理，标架向最 T ( a ) 的端点的 
瞬时速度是 


^( r M +T (g )) _dr(s) 


+«(«) x T(s) 


整理后，便有 


AT 


同理得到 



arbour 方法 


m 13 


dN 


xN 9 


( 1 ) 


ds 


dB 


ds 


若记 oi 二 (jT + WV+cB, 注意到 N 的定义是 


dT 


\dT 


N ~ 


da ， 


ds 


就有 


dT 


0 = 


^=(€oXT) 


N P 


ds 


那 b (s) = 0 4 于是 (1) 式就可改写为 


dT 


cN 


ds 


dN 


二 一 cT 


( 2 ) 


J 


ds 


—aN 


T 


曲于 


是相邻切线的交角对 * 变化率 ，|«| = 

邻从法线的交角对 s 的变化率,类似于前面讨论表明（参阅 § 1.3 


是相 


C — 
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§2)： C 和 0 分別是曲线在 s 处的曲率和浇率，公式 (2) 也就是. 
Frenet 公式.角速度向量 


w(5)=aT + cB-—T+ — 


1 


P 


称为 Darboux 向置 




习 


(较难者附有星号) 


d % r d z r d 4 r 

ds ^ 9 ds^ f Is A 


_d 

r s ds\ p 


r 


!• 试证 


復 n ( 釕 -( 凱 


1 


2 . 证明 = 


r 2 


3 . 设一条空间曲线在各点处的活动标架与给定平面交于一个正三角形 
的三顶点 . 问这种曲线是否存在？ 

4 . 在挠曲线的主法线上，从曲线点尸截取定长，设其端点为 醜 Q 

的轨迹与主法线直交 . 

5 . 在正圆锥上决定一条曲线，使它与母线相交于定角 

在球面上取一个固定小圆和一个与之相切的动 大圆. 证明大圆上任 
何一定点所画的轨迹为一般螺线 . 

设 C 为连续弯曲的一条闭的挠曲线 . 在各点处的“上作用力为 
但所沿的方向为此点的主法线的正向 . 试证曲线保持均衡状态（录自 


(Goursat) 


( Pappus ) • 


_ 


7 


is 


Polyk - Szeg 6 著 《Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis 》 第二卷) 


设一条定曲率曲线与一条定挠率曲线以点互柑对应，且在对应点的 

两条切线平行 • 将对应点间的线段分为定比，则其分点的轨迹乃是一条 Ber- 
trand 曲线 


: 


( Briochi ) 

9 气 在一条定挠串去的曲线的各点 P 处作虫切平面 兀 , 且在 方 上以 P 为 


中心作一半径等于 a 的圆 • 证明这单参数圆族的任何一条直交曲线也是定 
挠率 1 的曲线 


( Demartres ) 

斑一条甲 M 曲线上的点 0 为拐点，旦 I 为 0 的切线 . 作一 条三坎 _ 
使它在 0 与原曲线构成四阶接触且以《。以外任何二点 if 为尖点 \ 


10 


怔明 



( A ) 无论点#如何选择， C 3 在 I 的尖点切 线/与 《。始终相交于一个定 


占0 4 


( B ) 凡使 G 与 C 在0构成五阶接触时 ， 点的轨迹是经过0的 * 条直 


( C ) 当血在 h 的某一定点0 6 时，所对应的 C , 与 C 在<9构成六阶搂触. 


( Bompiani , 1926) 


11' 设0为挠曲线厂的正常点 ，且 为厂在 0 处的切 线_ 经过“任意 
作 一平商〜使它与 r 的切找而相交于一条平面冏线 c . 证明： 


M ) 当冗不为厂在0的密切平面时，0是 c 的拐点 . 


(5) 当 v 在 f 0的周围旋转时， C 在^。上的点(5 4 与 jt 问的对应是射影 


对应 


( C ) 当 I 在％ 的周闱旋转时, C 的对应点仏的软迹是一条三次挠曲线 


(苏步青， 1935) 


12_在空间曲线上取两点 P 及仏设线段的长为6且 P 、<? 间曲线 


的弧长为 6. 证明 


b—s 1 


lim 24 - 


6 a 


式中上表示曲线在/ > 的曲率. 


( Finsler ,1918) 
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在桡曲线上顺取距离为 h 的四个邻近点1,2, 3,4. 证明 

—■ ■ ^ ——- . ■■■ ■ ■ ■■ ■ ■ ^ "I 

] 2 * 34 + 23 * 14 '- 13*24 = — 

6 r 4 p x 

皆 

式中 r f p 9 R 分别表示曲线在点1的曲率半径，挠率半径及密切球半径. 

设一条封闭挠曲线有连续切线.如将其各点的主法向量平行移动 
到原点， 则奇 端点的轨迹在单位球面上必平分球面积 


14* 


( Jacobi , 1842; Fenchel , 1934) 
15气设 (^ F ， y ) 为卵形线 (7 外部的一点；是由 0, y ) 所引口的两切线 
屯是在两切点处的曲率半径，且 a 为两切线的交角，证明 


2jt 4 =J | \^ ： na dxdy 


n 


L z ^2 




sin a 


式中积分系关于 C 的外部计算，而 X 则为 (7 的周长 


( Crofton , 1868) 



第二章曲面论 


基本形式 


第一基本形式曲面的线素 


假设空间一点的直交坐标 戈， y ， z 都是两个独立变数《,«的函 - 
数①，它的轨迹就称为曲面.以后我们用参数方程 


(1> 


x=x(u,v), y = y(u f v) f 


z(u f v) 


或向量形式 


(O 


r — r(u 9 v) 


来表示曲面.为简便起见，对于的数值函数/0, v ) 或向量值 
的函数我们采用记号 


df 


df 


_d 2 f 

一㉟， 


九 =¥,八 




I ■■ 


dv f 


du 


d 


2 


du ' 


2 


来表示它们的各阶偏导数. 

如果从 (1) 消去 《* 和〃,我们应当得到一个方程 

F(x f y,z) —0. 

■ 

反过来，设点 ( ns ) 满足 ( 2 ), 而且式 0 ,则如记 


( 2 > 


2z 


我们就可由 (2) 解出 〜从 而得到 


(1") 


9 y^v,z^f(u 9 v) 


m 


①今后如无特別说明，所遇到的函数总假设是相当光滑的，我们不再指出它 ffr > 
的可微阶数. 


§ 13, 基本形式 

Gauss 是用参 数方❻ （1) 表示曲面的.有时为了讨论特殊问 
.题的需要，曲面也可用（1〃)的形式，即; s=/Or ， y) 来表示. Monge 
是经常使用后面这种表示的. 

当参数 (《，t0 变成 (《+ 办， w + 如)时，曲面上的点 r= ( x ， y ， z ) 
在 du ， dv 的一阶无穷小范围内，变到 r+ dr= (x + dx,y + dy，z + 

力），这里 
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dr = r u du \ r v dv 


于是这两点间的距离平方是 


ds 2 — dr*dr 


或 


ds 2 ~ Edu 2 +2 Fdzidv VGdv 2 f 


(3) 


式中我们已记 


五 = 奶 F = r u 


G^r v *r v 


(4) 


等式 (3) 的左侧 办 2 称为 曲面的线素， 右侧是 du 9 dv 的 二次形 

式, 称为第一基本 形式. 三个系数丑, P，G 则称为 第一基本童. 

在两个参数中如果有一个参数取定值，例如 


常数，则 

^(«，幻40，〃)， 2 0，10事实上都是单参数《>的函数，这时 (10 就 
表示曲面上的一条曲线.假如更改所取的这个常数值，就得到 
曲面上的单参数曲线族，我们称它为 ”曲线或曲线 

样，定义 W 曲线或曲线 t， 二常数 _用这种方法得到的两系曲线，称 
为曲面的参 数曲线或坐标曲线. 

为简便起见，曲面上的点常用它的参数值 (>,«;) 表示； 而且从 




同 


点 ( u ， w ) 到点 (W+ 釦，” +扣)的方向则简单地记成 du ： dv 或如， 


它 


dv 


表75曲面上的方向 dr — ( dx f dy , dz ) 


现在我们在曲面上一点 （《，”） 处取两个方向也：咖和如:如 

(或简单地称为两个方向 d 和<5),设它们的交角是 


那么，它们 
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交角的余弦是 


dr-dr 

I dr I \dr\ 

_ ___ Edudu + F{dudv j dvdu) r GdvSv 

二 VWluHa+ Gdv 2 V^(5«- r2Fdudv +Gdv l 

特别地,通过曲面上各点 (《。,％), 我们引两条参数曲线 
和《=^。的切线.注意到沿前一条曲线时仅仅是《在变动，沿后 

一条曲线时仅仅是〃在变动，所以它们对应的方向分别是 du : iv 
= 1:0和 <5?/: = 0:1，也就是 


COSO ； 




no 


dr — r u du ， dr—r u 6v. 

因此两参数曲线的交角0> 根据 (5) 就变为公式 


( 6 ) 


F 


(7> 


COSCO — — 


〜/丑 G 


由 （7) 我们还得到 


Veg ^ 


尸2 


( 8 > 


sm co 


^EG 


于是我们已证得下面的 结果： 

曲面上的两系参数曲线构成直交系統的充要条件是 

尸二 0. 

现在我们在曲面上取由两条邻近的 M 曲线和两条邻近的 I ；曲 

线构成的微小四边形 PP , P n P ,,, {m 14), 设它的四个顶点的曲线, 
坐标分别是 


⑼ 


p ( u ， v )，P f (u + du,v)，p rr (u^du,vi dv) y P m (u，v 十 dv) 

为了求这微小四边形的面积，在 du, dv 的一阶小量的范 


内，我 ffl 


有 


PP f =r(u-hdu,v) -r(u,v) =r n {u y v)du + 

_ 

I 

— t (u, v + <fo) —r(tt, v) =r & (M, tO 办 + •_，, 


* • • 








13. 基 


r 曲线 




我们把由丨斤产 I , I PP m I 为一组邻边构成的平行四边形面积的无 

I 

穷小主 部定义为曲面上微小四边形 PP f P tr P m 的面积，记为也 


蹴是 


H 二 | r 


dudv 

= \r u \ - \r v \ -sinZ 尸’尸尸 


往意到公式<4)和(8)，我们得到 


dS^^/EG~F 2 dudv 


( 10 ) 


称为曲面 的面积元素 . . 

例设曲面的表示是 Monge 形式的方程 

z =/0， y ). 

试求曲面的第一基本量和面积元素. 

_ 

这时曲面的向量表示为 


r(x f y) = (x P y,f(x P y)). 


若记髮=，，袈=?,贝( 


(1，0, p )， 

Ty= (0,l ， g), 


触第一基本臺为 


= 1+〆 ， F~pq f (7=1 + q 2 f 


而 面积元素则为 
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dS^^/EG-F 2 dvdv 


p 2 十 q 2 dxdy 、 

后者就是在普通微积分学中常见的 计算曲 面表面积的面积元素 


曲面的法线和切平面 

对经过点 (M ,〃) 的两条参数曲线,它们的切线方向已由前段公 

式( 6 ),也就是 r „ 和所决定，今后如无特別声明，我们总是假 
定成立 r u x r ^ O . 现在我们在点 ( a , v ) 弓|一条直线与这两条切线 

相垂直，并设 w 是所引直线的单位向量，则 n 决定于下列公式 




(1) 




也就是 


% — y v z u z n x v ~ z v x u x v y } — x v y 




( 2 ) 


[i 


WEG — F 2 EG — ，\/ EG — F 2 ； 

在点 ( a ， v ) 我们引方向为 rf 的切线，也就 是说它的方向 决定于 


T — r u duVr v d；v 


因为 n 


= 0， n _ r v =0, 所以对所有切线 

n *(Zr = 0. 

换句话说，在 ( tt ， v ) 点以 n 为方向所作的直线垂直于同一点的所 

有切线.由此我们知道，曲面在其一点处的切线都在同一平面上. 
这个平面称为曲面在这点的切 平面, 它的方程是 

n(p—r)=0 9 

式中的 p — D 是切平面上动点的向量表示,而 n 和 r 則在 

(«，*0点取值.根据(1)，方程 (3) 可改写为 


(3) 


n—y 


{p-r f r u9 r v ) = \ x u 




我们在 ( u ， v ) 点且以 n 为方向所引的直线，称为曲面在 这点的 



13. 基 


形 
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线，它的方程是 


An, 


(5) 


— r — 


P 


式中，2是参数. 


例1写出以原点为中心,《为半径的球面的参数表示. 
我们利用球面坐标，便可写出其上一点的表示为 


r(9, tp) = (acos6cos(p f ashx 


( 6 ) 


asin <p) 


cos 炉 , 


式中的表示经纬度.这时，曲线常数是 子午线 ，•曲线 
常数是 平行环 ，而且球面的线素是 

ds 2 — a z {cos z q)^d6 z + d(p z ) 

从此我们知道，子午线与平行环直交. 


(p = 


(7) 


例 2求一条挠曲线的切线面线素和切乎面. 

设曲线 r 00 = ( Hs )， y ( s ), zO )) 的弧长为汉，则它的切线面 


决定于下列方程 


p(s 9 t)=r(8)^tT(s) 9 


式中， r 是独立参数.根据 


(9) 


r 


Pi ^ T , 


我们得到丑=1 1,0-1, 于是切线面的线素是 

n 

十 2<fo dt ~t 4t z • 

当《尹0时，在点 0,0 处的切平面方程应该* 

(P — (r+ tT),p tt p t ) ~0, 

式中的'^是切平面上动点的向量表示.根据 (9), 上式可化简为 

ip-r(s) 9 T(s), N{s)) = O t 

这恰好表示原曲线在 s 点的密切 乎面. 如果 Z = 0, 则所求的切平 
面就变为不定，所以原曲线上的任何一点都是它的切线面的 奇点, 


is 



第 二章曲面 


84 


称脊点 


二基本形式 

在曲面1"(2/，〃)上的一点(《，《0处，我们作曲面的切平面,并从 

它的邻近点 (《+ 也，”卜咖）引这个切平面的垂线，那么这个垂直距 

离应是也，办的两阶无穷小量，而其主要部分则等于 


—n.d 2 r 


( 1 ) 


2 


我们把这距离两倍的主要部分定义为第二基本形式 A 也就是 


d z r 


( 2 ) 


qp = 


然而 n*(ir = 0, 所以 n * d 2 r ~ — dn * dr , 于是 

— dn • dr = Ldu 2 : 231 dadv + Nd » 


(3) 


式中 


L = 一 


2 M — - (n 


rj . 


( 4 ) 


ffl 


N _ 二 


—n.*r 


我们从 wr tt = 


0 容易求得 




V 


r u + 


r v + n . r uv = 


v - r u +n -^=0, n 


于是我们得到 




M = 


N = 


(5) 


r « 


m 


UUf 


V9 


VPf 


或者依照前一段的等式 (1), 它们可改写为 


( r u 9 r V9 r uu ) 


L = 


\ r u xr v \ 


- uv ) 

~lTu x r v j 

( r U f r vf r vv ) 

~\ r m xr v \ 


( 6 ) 





基本形式 
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* 


L ， M ， N 称为曲面的第二基本童. 

例当曲面的方程取 Monge 形式时， 

g = f ( 怎， y) * 


3 2 f 

9 x Yf 


2 l 


2 l 


则容易求得 


如果我们 l 己 


r — 




； it 2 ^ 


dxdf 


T 


L= TTW 


f M =— 


v 7 ! 十及 2 +? 2 ’ 




V^l 十 〆 十 Q 


2 


习 


1. 将一条平面曲线绕它所在平面上的一条定直线旋转时，所得的 曲面. 
称为 旋转面 ，定直线称 为轴.绕 Z 轴旋转所得的旋转面的方程是 


r{u f v) = (p(u) gosv f p{u) sin” ， 7 , ?/) 


« = 常数的参数曲线都是圆，称为平行环，而^ =常数的参数曲线称为子午 
线 . 如果我们用经过轴的平面去截曲面，并以截线的弧长作为参数 w , 則 

十？4 = 1* 

试用此式计算曲面的线素，并且证明旋转面的法线均与轴 共面 . 

2-设椭圆面的方程为 


/X 


y 


Z 


(^>6* > 〆 >())• 


a z ^b 

它上面的任何一点可看成是这个椭圆面和另外两 个曲面 




(i = l ,2) 


=1 


a * + >1( ' b^+Xi c 2 + A ( 

的交点，由此解出的结果是 


(a 2 —6” （ a 2 -c ” ， 

_^( b ^ A l Ub ^ A 1 ) 

• - - 

{b 2 —c 1 ) (b z —a 1 ) 

^^ c z ( c 1 + A l )( c 1 ^ A z ) 

(c 2 —a 1 ) (c 2 — b z ) 

(^ 2 )称为捕明坐标.证明曲面钱素为 


Z 1 — 



第二章曲 
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k x ( d ^ x ) 

I (^TUT^T A ； ) (c 2 + A) 

A2 (dA^) 


=— (Ai — ^ 2 ) ， 


( o 2 + 乂 *) (护 + Aa ) (<? 2 + 义 2 ) 


极小曲线渐近曲线 


M 


设曲面的表示为 r ( M ，《0 = Cp («， t 0， y ( M ， t 0， z («， v )). 如果 

_ 

在 W ,® 之间存在函数关系，即成立关系式 

/(«，”）=0,或者 w = 9P ( r )， 或者 v = ij }( u ), 

则曲面上的对应点就仅与单参数有关，于是它的轨迹便是一条曲 

线,特别地，取 p ( v ) 和000分别等于常数，我们就得到前面所提 
的参数曲线. 

其次，设已知微分方程 


( 1 ) 


A ( u f v ) + v)dv = 0 f 

根据微分方程的理论知道,存在积分因子使得 

I («, v ) { A { u $ v ) du - hB ( u p v ) dv } 


⑵ 


化为全微分灯，于是 (2) 可改写为 


df = 0 . 

积分后得，/(«，”)=任意常数.所以形式为 (2) 的微分方程表示曲 
面上的一系单参数曲线族. 


极小曲线 


我们来讨论微分方程 


Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 = 0 

因为左侧是 du,dv 的两个线性形式的乘积，所以 （3) 的解表示曲面 
上两系单参数曲线族.由于沿族中的各条曲线 ( fo 2 =0, 因此我们 

称之为极小曲线.在实曲面上必存在两系虛的极小 曲我. 这是闲 


(3) 



14. 极小曲线渐近曲线 
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为，二次微分形式 Edu 2 + 2 Fdndv + Gdv 2 的判别式等于 

EG - F 2 , 


而根据定义 


EG - F 2 = \ r u \ % | r v | 2 — ( r u * r v ) 2 = Ir ^ xrJ^O 

当都是实值函数时，上式中的等号只在 


V U^V y — 怎 uV v ^vVu ~ 


时成立 _ 但这说明以三个变量中至多只有一个是独立的，也 

■ 

就是曲面退化为曲线或一个点,不属于讨论之列,因此在实曲面上 
一 定成立 EG - F 2 >0. 

假如一张虚曲面满足条件 EG — F 2 = 0,则它就称为 Monge 曲 

I 

面-对这种曲面的研究不在本书讨论的范围内. 

我们现在来证明一个定理： 

在实曲面上的一点，所作的极小曲线的切线必定经过曲面在 
这点切平蘅上的无限远虛圓点. 


如果用尝表示极小曲线的切线方向，则我们有 


Et^2Ft = 0 

• • 

k 

I 

设这个方程的两个根为 h ， t 2 , 并设从 (?<,«；) 出发的另外两个方向 
为 Ti =^ 9 T 2 


(4) 


Su 


使得 T l9 T 2 共轭于 t lf t 2 的充要条件是 


dv 


dv 


ET x T 2 ^rF{T x +T 2 )+G = 0, 


(5) 


也就是 


Edudu + F(dudv + dvdu ) +GdoSv = 0. 

% 

\ 

i 

然而这正好是巧方向 T t , T 2 直交 的条件 [参考 § 1丄 1, 公式 (5)]. 
因此,与两极小方向共轭的两个方向必定直交，于是以《,，为切 
方向的切线必定是与直交直线对合的复直线,从而经过两圆点. 

〃费 单位球面 ar 2 + y 2 + z 2 = l 的极小曲线是两系母线 
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令 


1 — Z 


x~iy 


x — iy ^P~ = v 9 

x + ty 


1 — z 


于是我们可解得 


t(v — u) 

1W +1 


u + v 
uv-\-l 9 


uv — 1 

uv + V 


x = 


y = 


z = 


由此可计算出线素是 


AduAo 

(uv + lf 

• • 

所以我们看到，和 t ; 这两系参数曲线一方面表示球面上的极 /h 

I 

曲线，另一方面则表示球面上的两族虚直线. 

注*织面上的母线并不是极小曲线. 


2 _ 


ds 


2. 渐近曲线 

I 

渐近曲线,又称为主 切曲线 ，有以下三种定义方法. 

定义 1如果曲而上的曲线在各点的密切平面都与曲面在同 
一点的切平面重合，那么这种曲线称为渐 近曲线 • 

设所求的曲线由方程 


U :: t ), 


v(t) 


V 二 


所定义，则我们有 


dr 


du 


dv 


V 


dt u dt 


t 




du 


dn dv 

Hit 


© 


+ 2r 


f 


uv 


uu 


u ； 


vv 


d 2 






dt 


然后，根据定义，这时曲面的单位法线方向 n 应该同曲线 密切乎 



14. 极小曲线渐近曲线 

g 平行，所以除了 n .| 
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dr 


=0以外，还必须满足 


面的法方向 


X 


等式 


d 2 r 


改写后，便有 


(f) 


+ 2( …) fS +( 


) S )= 0 , 


vv 


也就是说，所求的渐近曲线满足微分方程 

Ldu 2 -\-2Mdudv +Ndv 2 — 

由此我们知道，如果把虚曲线也包括在内的话，一般在曲面上 

■ 

I 

.总有两系单参数的渐近曲线族. 

注意如果曲面的方程取 Monge 形式 z = /( a ：, y ), 则渐近曲 
线的微分方程是 


( 1 ) 


rdx 2j t2sdxdy + tdy % = 0 

% 

% 

定义2如果曲面上一条曲线在各点的切线与曲面有三点接 
触，那么这曲线称为渐近曲线 .' 

在这曲线上取一点作为原点0,并把曲面在这点的切平面取 

为枝平面，则在0点我们就有 j ? = ? = 0, 于是曲面在0近旁就有 
展开式 


( 2 ) 


y(ra; 2 + 2s^ + ^ 2 ) +R ， 

式中 W 分別表示謀誤||在0点的值， 

是 Ay 的三阶量. 

现在我们在0点作所论曲线的切线，方向是^ =/0 ,它的方程 


(3) 


z = 


而余项及则至少 


便应该是 


(4) 


Z ―— 


— px = 
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根据 (3) 与 (4) 我们容易知道这条切线与曲面的交点应由 


—(r+ 2^p -r tp 2 )x 2 + R = 0 


2 


所 决定. 在略去三阶和三阶 以上小 量的范围内， 一 般可得一个重 

根^ = 0, 所 以此切 线一般与曲面有两点 接触.如果方向/9 = 


dy 


满足条件 


dx 


r+ 2s/5 十 Z/o 2 = 0, 

那么切线与曲面就有三点接触.然而最后条件与 (2) —致，所以我. 
们知道定义1,2是等价的. 

至于定义 3, 则 要依照 下段叙述的共轭切线的概念导出. 


共轭曲线网 


经过曲面上一点户,引曲面的曲线 CV 并且在<7上取点设 Z 

是曲面在 分 的两切平面的交线.当公点沿 C 7 趋近于户时，/的 

_ 

极限位置与 C 在 P 的切线称为共轭切线. r 

设也： 咖和 <5 m : 如是共轭切线的方向、根据假定，沿 C 的方 

## • • 

向<?，两个法向 n f n + dn 都垂直于方向但是 n -<5 r = n * r tt <5« -； 

_ 

n ‘ rv 5 t ;=() 总成立，所以方向 <5是方向的共轭方向的条件 


就为 


(n+rfn) *dr — 


也就是 


dn*6r~0, 

_ 

1 

或者按照邶, i \ T 的定义，把它改写为 

Ldudu~hM(duSv + dvdu) +Ndvdv — Q 

这个条件关于 rf 和 <5是对称的，所以 d 也是方向 <5的共扼方 


(1) i 




14 -极小曲线渐近曲线 


向.如果一个方向与自身共轭，则 

Ldu 2 r2Mdudv +Niv 2 = 0 9 

也就是^为渐近曲线的方向，于是我们得到下面的 

定义 3 若曲面上一条曲线的切线与自身共轭，则这条曲线 

_ 

称为渐近曲线. 

从 CD 容易知道，两系参数曲线《,«互为共轭的条件是 

M = 0, 


( 2 ) 


即 


( r u , r vf r uv )=0. 

* - .1 

所以曲 面上点的坐栋 a： ( m ， y ( u ， V )， z ( u , v ) 必满足同一个 

Laplace 方程 


3 2 9 ( 2B , ,20 

- 一 r d - -4 0- 

dudv 2 u dv 


(3> 


式中 a = a(w，v),6 = 6(w, v ) 


反过来,假如 A y, 2 满足 (3)， 则 (2) 必然成立，于是 tt 曲线与 

曲线便构成共轭曲线.这时我们就称它们构成共轭网， 

■ 

_ 

例1设曲线在曲面 S:r = r(«,v) 上构成共轭网，则曲 


面况 


⑷ 


r 




和曲面 >s^ 


r M = r + — r 


(5> 


也是 q 它们的 a, V曲线为共轭网的， &和汶 -r 分别脉为 厶的正 
尚 Laplace 变换和负向 Laplace 变换. 

例2假设在 曲面攻 上已知两系单参数曲线族.如果沿第一 
系中任何一条曲线引第二系曲线的切线，这些切线全体是单参数 
直线族，而它们构成一个可展曲面的话，那么交换两系位置时也有 
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间样的性质，并且两系曲线构成一个共轭网.反过来，一个共轭网 
的两系曲线必有上述的性质. 


曲面上曲线的曲率 


1. 法曲率 

设曲面 r (tid) 上一条曲线 C 的弧长为这时它的点的坐标 
*0*，1>)，¥(«，*0,2：(1<，10都是3的函数.我们可用 


u = u ( s ) , v = v ( s ) 


( 1 ) 


来表示 c, 而且用 ' ，〃等表示关于 S 的微分，即 


du 


dv 


d 2 u 


也 2 ’ ， 


ds ' 


ds 


于是 c 的单位切线向量 


dr 


u f J \- r v v 


( 2 ) 


ds 


再关于 《 微分,则得到 

d 2 r dT 


+ 2 r uv u 9 v r -\-r 


rr u 1l n +r v V n . 


(3) 


UU 


ds 


VV 


设曲线0在《点的曲率半径为〜而且它的主法线与曲面法 
线的交角为 <r, 我们从 (3) 及 


coscr = N.n 易得 


dT 


coscr 


ds ， 


也就是 


喵 ) 2 o 獻, 


C08<7 


或改写为 


_ Ldu 2 - h 2 Mdudv ^ Ndv z 
~^ z + 2Fdudo+Gdv z 

然而 (4) 的右侧在 s 点仅仅决定于方向 du ： dv f 所以我们得到下列 


COS 


(4) 
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定理 


在曲面上任何一定点作曲面上任何曲线仏使0与给定切线右 

_ 

在 P 相切，则曲线 C 在尸点 的曲率半径与 COSCT 的比值是常数. 

■ 

通过 商面在尸点的切线丨 和法线《作平面 A 这平面与曲面 


的交线称为曲面属于切线《的法截线.法截线在 P 点也与 f 相 
切，而且主法线重合于曲面法线《，也就是 = 0 或 cr = ; r . o •取值 

0或〜则取决于法截线在/»点向曲面法线正向或负向弯曲. 

我们用 r n 表示法截线在 P 点的曲率半径，并且定义丑 如下: 

当 o" = 0 时， R — r n ^>0; 当 <^ = 兀时， R = 


<0. 于是由 （4) 


—V 


得到 


COSO* 


(5) 


R 


式中 


1 _Ldu 2 r 2Mdudv +Ndt) z 

Edu 2 ^2Fdudv^Gdo 2 

称为曲面在 P 点属于方向 du:dv 的法 曲率. 


( 6 ) 


2. Meusnier 定理 （1776) 

在曲面上点 P 处作定切线 <，假设 i 的方向不是浙近方向.过 
t 作平面与曲面相交，其交线 C 在尸处的密切圓轨迹为球面. 

I 

证明不妨假定曲面在户点沿 < 方向的法曲率4；>0,不然可 

1C 

用调整曲面法线正向的方法来满足这要求.设 c 在 p 的曲率半径: 
是 r , 且它的主法线与曲面法线的交角为 a , 则 


cos <7 




r ~ /?cas or 
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但是及仅由《所决定，所以。在尸点的密切圆就始终落在中心为 
( r 十 /2 n ) | p ， 半径为丑的球面上 


证毕 


总曲率平均曲率 


如果记，则 


dv 


1 _Lt 2 V2Mt 乂 N 

r ~ 价 2 +2 ^n 


1 ) 


现在我们来改写这个关系式， 

I; 

(ER- l — L)t z + 2(FR'-M)t+GIT l -N = 0, 


( 2 ) 


进而，裉据^力- 

■ 

的方向 <，以及对应的丑一 1 


= o 求岀那些可能使 ir 1 达到极大值或极小值 


关于/ 微分 (2) 式，并利用 (2) 本身，我 ft 容易导出所求的 / r 1 
和方向 t ^ duidv 满足的下列方 程组： 

p I 

{ER' l -L)dM + (FR^-M)dv = 0 9 

_ 

I _ 

(FR~ 1 — AI) du + {GR^ 1 — N^) dv = 0 * 


( 3 ) 


由此消去后我们得到 


Edu -j-Fdv F 1 du +Gdv 
Ldu r Mdv Mdu +Ndv 


( 4 ) 
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也就是 


(EM — FL ) du z + (EN — GL ) dudv 十 （ FN ~ GM ) (5) 

方程 (5) 决定的两个方向称为主方向.沿主方向进行的曲线称为 

曲率线.从下面的两个恒等式 

(EM-FL)G-(EN-GL)F + (FN-GM)E=O f 

{EM-FL)N-{EN-GL)M+(JN-QM)L = Q y 

• 产 

我们容易证明两系曲率线不仅直交，而且共轭.反过来的事实也 


成立 


如果从 (3) 式消去 办：如，那么可以得到 

■^ 、 EG - F 2 ) —~( 丑 iV — 2FM-\-Gli) ~\-LN — JI/ 2 = 0, 

它的两个根 
(6) 我们导出 


( 6 > 


便是 法曲率的极大值与极小值,称为主曲串.由 




LN — M 


K-—Z— 

__ _ - - 1 — ~ - — 

^^2 EG-F 2 ’ 


(7> 


1,1 EN-2FM+GL 

- —•- I ■ —~ ■声 一 r 

R i 

K 称为总幽率或 Gauss 曲率，最初见于 Gauss 的工作 （1823); H 

则称为平均曲率，最初由 Sophie Germain (1831) 所发现， 

假如在曲面上所讨论的一点处方程( 5 )是恒等式，那么主方向 
就变为不定.这时在此点成立关系式 

E F G 

这种奇异点称为 脐点. 例如，球面上任何点都是脐点 


2 F = 


EG-F 2 


( 8 > 


4 - Euler 定理 Dupin 标线 

I 

I 

为了导出两个主曲率+与一般方向的法曲率之间的关系 
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较为方便的是把曲率线取为参数曲线.这时，因为参数曲线既直 

交又共轭，所以我们有 


F = 0，M :: 0 


( 1 ) 


又从 


1 = Ldu 2 ]Ndv 2 

B Edu 2 \ G 


得到 M 曲线与0曲线的法曲率 


1 L 1 N 

- -- 一，一 rzn _ _ 

R x E y R , G J 


( 3 ) 


'因此可把 (2) 改写为 


1 1 /\/ E du 

-■ , - — I -- - -- 

R R x \ ds 


1 /U dv 


+ 二- 
卞 /f 2 




ds 


设方向 du ：^) 与曲率线《(即常数)的交角为化则 


^/"Gdv 


cos 9 ^ Edu 


， sin/? 


ds 


ds ’ 


于是我们就可改写 (4) 如下 


1 


cos 


sin 


⑹ 


E 


丑1 


R 


这就是 Euler 定理 （1760). 

现在在直衮坐标 Or, y) 的乎面上作圆锥曲线 


y 


( 7 ) 


R x 1 R 2 • 

它的点的极坐标0,0应满足方程 


1 


cos 


4 




r 2 ’ 


所以 r 2 = /2( 图 16) 

这条圆锥曲线称为 Dupiri 标线.当它 
是椭圆或双曲线时，所讨论曲面点的 

总曲率 K >0 或 <0,即或 <0. 因此这点称为曲面 
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的椭_点或双齒点. 

尤其要注意的是，1锥曲线的渐近鉍与曲面的渐近方向一致, 

这也是曲面上渐近曲线命名的由来. 


f 


习 


证明：在任何直纹面上，任何因条给定渐近曲线与直毋线的四个交点 
的交比是定值 （ Serret ). 

1设空间曲线的方程是 


4 


r(t) = (t n 9 t n ^ 1 p t n ~ z ). 

试求曲线弦的中点轨迹，并且决定它的渐近曲线. , 

3.证 明： 曲面的渐近曲线在射影变换下是不变的. 

• • 

证明:丑是曲面的渐近曲线构成直交系统的充梦必要条件. 

这种曲面称极小曲面. 

5，设是曲面上的一段无穷小曲线弧， e 是它两个端点处曲面 

»则是曲线弧在血处的切线与它共轭切线间的交角.钲明 


4_ 


法线的交角 


2 


€ 


e 


+劼瓦+ 瓦产⑽ + 硕 =o - 

假如在 Meusniei •定理中用密切圆锥曲线代替密切圆，则它的轨迹 

( Moutard , 1863) 




ds 


lii 


6 * 


为织面 


这个织面称为属于所取切线 < 的 Moutard 织面. 

1 - 在曲面上一点任意引 m 条切线，使它们顺次成^角.设 


Pip Pzp 






为各切线与该点法线所决定的平面截线的曲率半径.证明 

•I 

—( —+ 丄 + …— — ^ = H* 

m\pt p 2 

[注意，1 + ^ m • + … + e 


P 


Pm 


m - I 


4 9 T j 


三0,所以 


m 


m — I 


m-I 


^2 ca ®2( 玢 + 替兀 sin 2^ tf +— at ^ s = 

於一办 is ^ 0 


o . 


k 


再应用 Euler 定理，容易得到上列结果 .] 
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16 .曲率线 


i . 曲率线的新定义 

在前一节我们已定义过曲面的曲率线，现在来给出它的新 


定义 


定义设 c 是曲面上的曲线，哉 c 上各点所作的曲面法线全 
体构成可展曲面时， C 称为曲面的曲率线. 

设曲面 r ( u , V) 上的这条曲线 C 由 r(s) =r(MO),v(s)) 给出， 
$是 C 的弧长参数.曲面沿 C 的法线构成直纹面 r ( S )+ m (5), 

这里的 w ( s )= n («( s ), r ( s )) 表示曲面沿 C 的单位法向量.根据 

■ 

■ 

可展曲面的条件，由第一章§ 11(4) 式我们知道，沿曲线 (7 应成立 


dr 


dn 


= 0 


(l) 


ds 9 9 ds 


所以，存在不全为零的函数 a ( s ),6(, s )， C (幻使得 


dr 


d 


+ bn 


c ^— = 0 


a 


ds 


ds 


dr 


dn 


注意到 


= 0 , 


n = 0, 便有 6 二 0. 由于 fl 关0,我们得到 


ds 


ds 


dr 


d 


m 


( 2 ) 


ds 


ds 


如果我们仅用 rf 表示沿曲率线 C 变动时的微分记号，则 (2 ) 又 


可简写成 


dr — ~ rdn , 

换句话说，当沿曲率线进行时，点坐标的微分所决定的方向 dr 与 
曲面单位法知責的微分所决定的方向 dn 平行， 


( 3 ) 


而且 其逆亦 


真 


方程 (3) 称为 O . Rodriques 公式， 

其次，我们将阐明本节定义的曲率线与前一^节所定义的曲率 



线完全一致. 

由 (3) 式我们得到 


(3 ; ) 


cfe >) 二 


r u du r r v dv rr (n fi du 


将分別与 (3') 的两端作内积并注意到第一、第二基本量的定 
义，我们就有 


Edu +Fdi> — r(Ldu hMdv) —0, 

Fdu \ Gdv — r(Mdu -j-Ndv} =0. 

由此消去 r , 则得到 § 15_ 3(4) 的同一方程 

\Edu Fdv Ldu rMdt? I 
Fdu t Gdv Afdu Ndv 


(4) 


(5) 


所以本节所定义的曲率线也是前节所定义的曲率线..反过来，由 

(5) 可以得 (4). 注意到在每一点 
量组，而且 r 

(3*), 也就是 (3) 式 成立. 因此曲率线的两个定义是等价的. 

«* _ p 

如果我捫从 (4) 消去也：办，且比较 1 15, 3 的（6)，那么容易 


构成一个线性独立的向 




二0,所以 (4) 也就等价于 


n :r，n = n，n = n ， 


知道 


r = Ri 或 


( 6 ) 


T~ 


2 


所以沿曲率线的曲面法线构成可展曲面，而且当这个可展曲面是 

切线面时，其刃 ㊉ 上的点到曲率线上的对应点，它们间的距离等于 

主曲率 半径. 这 是因为刃线可表示为 

p(s)=r(s) ~ha(s)n(s) f - 

两端对〃微分，养注韋到与 w 平行，所以必存在函数 


cr ( s ) 


使得 


dr 丄山》一 』 dn 

石+石 nffl i =an ， 


再利用沿曲率线 成立的 O . Rodriques 方程 (3), 在上式中除了0 = 

ds 
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以外，还得到我们所要的 a = r 的结论. 

Joachimsthal 定理 （ 1846): 设两 曲面况与私相 交于曲 

I 

线并假设 d ) 叹与私沿<7交于定角； &) C 是&的曲率线； c > 

口是占 2 的曲 率线. 那么从 6 F ), 6), C ) 中的任何两个假设都可推由 

^笫三个 假设. ‘ ■ + 


a 


语明设占1，沒2的向量表示分别为 IV 、自然沿交线 C 我 


们有 


ri = r 2 = r ( s ). 

■ 

我们先假定 6) 与 c ) 成立.根据 O . Rodriques 公式， 

1 

dr — —ridn 

就沿 C 成立,这里的分别是私的单位法线向量.所以 

沿 C 便有 


7*2 2 


19 


d(nrn 2 ) ~dn x 


+ni 


2 


一 dr 


一一 -dv * tii = 


ill 




Tz 


也就是 《) 成立. 

I 

其次,假定 <0 与 6) 成立,则沿 C 成立 


h* tti • di%2 


th 


ri 


2 


以及 


r = —ridtii 


但是,我们总有 


r =0, 所以 




2 




2 ~ dn \ 


ri 


til 


2 


2 — 


ri 


另外又有 


0 , 


于是两个方向 rfr 与 < fn 2 都和 n 


相直交，因此，沿 C 就应该成 


1> 


立忒 r = — r 2 dn Zf 也就是 c ) 成立 


证毕 
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2. Darboux 定理 

设三个函数 af ( a ，》)， y ( M ， w )， 为微分方程 


9 2 


99 


20 


( 1 ) 


A(u 9 v)~+B(u 9 v)— 






dudv 


cV 


dU 


啲独立解，并且 V + y 2 十2 2 也是这方程的一个解，则曲面 

r(u,v) = (x(u 9 v) f ?j(u f v ) 9 z(u ， v)) 

% 

的参数曲线是它的冶率线，而且其逆亦真. 

证明 因曲面 (2) 的坐标 z 满足同一个方程(1)，所以它 
的两系参数曲线《曲线 0 = const ) 和 y 曲线 (《 = const ) 就构成共 
轭网.因此，我们只要说明它们是直交的就可以了. 

侬照假设，函数 ‘ 


( 2 ) 


y 2 n L z 2 


(3) 


w~x 


也满足方程 (1), 即 


w uv = Aw u + Bw v9 


(4) 


但是 


w u = 2r^r UP 


= 2 rr v , 

= 2r u ^r v + 2r^r uv = 2F + 2r^ 


w 


ft 


UV 


UV9 


这三式代入 (4), 化简后我们便得到 

F = 0, 

所以参数曲线构成盍交系统[参见§ 13.1]. 

以上的计算是可逆的，因此我们知道其逆亦真.证毕. 
Darboux 把上述定理用来证明下面的 Lie 定理 （1872) 

Lie 走理在反演群的作用下，曲面的曲率线仍变为曲率线. 

证明 设曲面厶的向量表示为 

r(u f v) = (x(u,v), y{u,v 、， z(u^v)) f 

而且参数曲线?<， p 是曲率线，那么根据 Darboux 定理， r 的分量 


(5) 
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函数 戈， V ， zU 及 x 2 + y ^ + z ^ 都满足同一个微分方程 


利 A 鬯 + B 普 


( 1 ) 






dudv 


2 


dv 


/J 


为了简便起见，我们把单位球面取为反演球，于是变换后的曲 


面及应由 


r(u, v) 


r(u 9 v ) = 


|r(«, v)\ 


定义，也就是 S 的三个分量函数为 


X 


Z 


x = 


( 2 ) 


x 2 + y 2 + z 2 ’ 


x 2 + y 2 + z 2P 


x z + y 2 + z r 


我们需要证明的是，及仍以参数曲线为曲率线.记 


= xvO ^ 


= X 2 'f y 2 十2 2 , 


(3) 


则微分方程 (1) 就化为 


2 2 9 


嗜+5藍+泥 

然而函数 w 已知是满足 (1) 的，所以5=1必定满足(4)，于是 
C ^ o . 因此, （4) 就可改写为 


(4) 


dudv 


^ 0 ~ 2 翌 r ^ 

cUdv dU 

_ 

又因为 h 2 为 (1) 的解，所以根据 （2) 定义的三个函数 

，歹， S 都是 (5) 的解. 另外，从0 = 1满萆 (1) 的事实我们容易知道 

+浐+沪也满足 （5). 因 而根据 Darboux 定理，曲面 
5 s («， G («，1 >)， y (||， V )，2 ( M , V ) ) 的参数曲线是曲率线.证毕. 




dv 




W 


3_曲串线的又一个定义 

% 

■ 

如在§ 14 . 2 中所述，当曲面的方程取 Monge 形式 z = f(x 9 y) 
时，以曲面上一点为原点0,并以0点的切平面为呼平面,我们在 
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点的近旁可把曲面表示写成下列的展开式 


( 1 ) 


z =— (rx 2 r 2sxy -f- 1 y % ) +R 9 


2 


式中，及至少是的三阶量.我们假定在点0与曲面相切的一 

r 

■ 

个球面是 


* 名 o 2 十 y 2 + /) =好 (* * + y *) 十月 1, 

式中，余顼凡至少是的四阶量. 

这球面与曲面的交线以原点为节点或弧立点，而且它的两节' 
切线的方程应为 


".(2) 


(卜 士 > 2 + 2 卿 +( 卜士) 


2 = 0, 


(3) 


= 0•: 


特别地，当交线以原点为尖点时， A 必须满足 


s 


也就是 A 是二次方程 


(s 2 — rt)h z +(r + #)A — l = 


(4) 


的根 • 


这时所得的球称为 曲串球 • 曲率球与曲面的交线既然 以原点 

为尖点,必定有尖点切线.我们说,如 此所得的尖点切线方 向与主 
方向重合，因为所讨论的切线是由 


}x + sy = 


( 5 > 


h 


定义的.从 (4) 与 (5) 消去 心得到 


sz 2 + (t — r)xy—sp t =0, 


这就是曲面在0点的主方向 a :: y 所满足的方程[比较 
式 (5), 并注意到在0点？ = ? = 从而及 = 

由此自然可仿前定义曲率线. 


15, 3的等 

« • J 

-l p F=0 f L ： M：N — 
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习 


1. 设曲面的方程为证明它的曲率线方程是 

dy dz 

\9 F 9 F 9 F 
\9 x ~9 y 

rC" d 9y 9z 

试证 :曲面 F ( z , y , 幻 = o 的总曲率等于 


dx 


=o 




9 z 


9 F 


9 F 


d — 


9 F 




0 


9 x 9 y 9 z 


9 F 9 Z F d 2 F 沪 F 
dx 9 x z 9 x 9 y 9 x 9 么 

9 F d 2 F 9 ^F 沪 F 

pF dy 




2 


9 ydz 

9 F 9 2 F 9 Z F 3 2 F 
9 z 9 z 9 x 9 z 9 y 9 z % 




试求捕圆面 
设曲面的参数方程是 


= i ( o >6> c >0) 的曲率线 


0 


( u 9 v ) = (3 tf + 3 w 2 — tt 5 , 3 t >- i -3 u k v — v 3 ,3 ( u 2 一 v 2 )) 


r 


证明： a ) 平均曲率丑 =0; 6) 曲率线都是平面 曲线; c ) 渐近曲线都是三次 
挠曲线. 


如果曲面的一条曲率线是平面曲线或球面曲线，则曲面与这曲率找 
所在的平 ffi 或球面必相交于定角. 

设曲面的一条渐近曲线在一点的曲率半径为及。，并且曲面与此点切 
平面的交线(切于所讨论渐近曲线的一个分支)在同一点的曲率半径为衣,則 


5. 


6 . 


2 


( Beltrami , 1865) 


3 


7 . 设曲面的方程为 

r ( u 9 v )=(^ 


V ， c os« + lntg 音 + /(”)) 

试求它的曲率线,并且证明一系曲率线 ( O 都是平面曲线 

( O 都是球面曲线.决定 / O ) 使曲线 ( c :) 所在 6 t ； t 何一个平面都与曲面相 
交于同一角度. 


sinUsinVf 


sin « cos 


第亡系 曲率线 



率 
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设 C7 是总曲率 JST<0 的曲面上的一条曲线，并且 C 在点 M 的密切平 
面与曲面在财的切平面重合.设/?， T 为 C 在 Jlf 的曲率半径和挠率半径 ，私 
为在 M 与<7相切的渐近曲线的曲率半径.证明 ： 


T 


(Bonnet, 1863) 


9. 用柱面坐标 t , 可把曲面的方程表示为 


R 


这时曲面的总曲率等于 


OrAde 1 dr 


) 


9 z Z 9z 

9r99~90 


沪 +{~ 


9v 


d 


io. 试求旋转面在一点的主曲率半径， 

」i. 当拋 物线围绕它的 准线旋转时,所生成的旋转面在各点的两个主曲 
率半径的比是定值 # 

12. 设曲面 r («，”）= V))的参数曲线构成共辄 

网，于是都满足微分方程 
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9u9v 9u 9v 

为了使参数曲线 k 始终是包络柱面的接触曲线或包络锥面的接触曲线, 
证羽其充要条件是 


9 A 


A —0 或 AB = 


13. 设正圆锥与可展曲面至少在三个邻近有向切平面相切，則它的极限 
位置称为密切正圆锥.现在于一曲面这的正常点 P 处决定一条切线/,并且 

从 t 上的动点 if 作这的包络锥面，那么这个包络锥面沿#的密切正圓锥始终 
与厶在 P 的一个定相切球面相切. （ B. Hostinsky, 1909; E. MiUler, 1917) 

14. 在曲面上的非抛物点尸作一条切线 < 以及母线平行于〆的包络柱 

面. 设这个柱面在尸的正截线的曲率半径为 r， 并且 i 与一个主方向的交角 
为V,证明 


r = R l cos t ip+JH t sin、, 


这里的尽, 尽表示 主曲率半径. 

上述两题是 Meusnier 定理和 Euler 定理的对俩定理 


(Blaschke, 1916) 
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15. 以原点为中心的单位球面为反演球时，反演对应是由方貍 
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(犯=文 2 +穸 1 +之 2 ) 


£ = —’ 9 二 - - ^ z = 


所定义的，这时曲面 S : r ( w ， r ) = (: c (?/, i 0 ，y (« 〆 ），就变为曲面苫: 
t \ u 9 v ) = (5(«， t >)， SKtt ，”）， gfM ， v )). 设 E ， F ， G ， L ， M，N 和 E f F y O f L f M f 

W 分别为忍和 S 对应的第一，第二基本量，并记见=广《,证明 

F = 


G 


F 


， 


2 W 


X —— 


E - 二 L 、 


2 TF 


M = — 


F -~ M f 


N = -~^ G-^N 


由此易知两曲而的曲率线互相对应. 

16.设 u l 9 v t 9 v lt v A 仅是 *» 的函数, r u t %, r s , r 4 仅为》的函数，而曲 

面的方程为 


c / 2 + f 2 " 3 + f 3 
u A +v 4 9 V7W1 9 ihW, 

证 明：沿 各参数曲线的切平面族必以柱面或锥面为包络，并且两系参数曲至矣 
构成共轭网 

17. 经过一条给定直线？，作一束平面使它们与一个曲面相交于一系曲 
线.又从 p 上任一点作曲面的包络锥面，使它们的接触曲线成为一系曲线. 
谜明这 两系曲钱构成一个共轭网. 

18. 用直角坐标把曲面的方程写为 

+« 1 r t )+4~( M *+ 3 M i y +3 M 浐 +&#)+•••, 


) 






(Peterson) 


(Koenigs) 




a 


則在原点成立 




<h = 


反 ， at= W 

£(L 


3 


) 


b 2 


7 1， ^3 = 




- 1 ■ 

W R z 


… ( Beltrami , 1866) 

19. 设/ > 是曲面的椭圆点；作 P 的切平面以及与其平行的邻近切平面, 
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使它与曲而仵同一侧，且两平面间的距离等于用 F 表示曲面被这平面割 
下的部分与这平面构成的微小部分的体积，而且用0表示被割下的曲面部分 


的表面积.证明 


jih 1 




尤 = lim 


V 


( Blaschke , 1910) 

20. 对于曲面尽在它各点的法线上截取'定距离 n , 设它端点的轨迹为 


钲明 


K 


H~nK 
1 — 2nH-j-n z K 


r k = 




l-^nH + n 2 K 9 


2。 记见二 f " rf 汉， 


化 为曲面的面积元素，则对于封闭曲面, Jtf 2 —4 jtS 是 


不变量，其中况为曲面面积 


2 K 平移曲面 〆 A 的参数曲线构成直交系统时，必为 


柱面 


22. 、试求曲面；的脐点 

23. 证明椭圆面有四个脐点. 


7. 测地挠率 

设曲面上一条曲线的弧长为〜在点 PO ) 的切线，主法线及 
从法线的单位方向分别为并设主法线与曲面法线的交 
角为 cr . 由于 N 与 n 都与了垂直，所以我们可写出 

iV * n . 

将第一式的两侧关于 s 微分,利用 Frenet 公式， 


n , 


sina^ 


( l ) 


coscr — 


da 


dn 


coscr — 


ds 


s 


P 


式中的 7 为曲线的挠率.因此我们得到 


1 , da 
p ds 


d 




( 2 ) 


COSGT = 


ds 


但是 
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(3) 


B^TxN 




r u xr v 

• _ ■ ■ ■ _ t _ • 

- w_ .— -- ■ ■ — I 

v v I \/EG ― F 

C \ 

)=VEG-F 2 f 

所 以，利用行列式 的乘法 公式，我们可把 ( 2 ) 的右端改为 

dn \ 

ds ) 


t 、/ Y" 

置 u ’、丨” 

W \ 

B u ， 


n=- 


2 ， 


(4) 


r u ,r v , n 


an 


B 


T ， N ， 


ds 


( t ， n ，备) (r 

T - r v T 


) 


— ^/¥g-f 


2 


0 


r 


V 


N 




木 




dn 


dn 


0 


— — . y , u — — • r 


t 1 


ds 


Edu -\，Fdv Fdu - J - Gdv 

Ldu 十 Mdv Mdu \-Ndv 


cosa 


= ~^=^, ds 2 


因此在 cosorfO 时，我们可从 ( 2 ) 式推得 


\ Edu 十 Fdv Fdu-hGdv 

LduMdv Mdu -\-Ndv 

■ 

倘若 cosa = 0 , 那只要从 ( 1 ) 的第二式出发进行类似的推导，仍然 
可以溥出(5)式暑 


1 . da 


二+ 


(5> 


ds —, rfs 2 


P 


(5) 式的右端在点 (《, v ) 处仅由 duidv 所决定,我们用 f 表示, 


1 ( EM - FL ) du % + ( EN - GL ) dudv ^ ( FN - GM ) do 

\/EG — I ^ { Edu 2 ^^2 Fdudv Gdv 2 ) 


2 


T 


于是 


a 


( 7 ) 


J w 

十 rfs — r 


p 
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#称为属于方向 du : dv 的澜地挠率. 

特别当 a = o 时,曲线在各点的主法线与同一点的曲面法线重 
合.这种曲线称为测地线.这时它的挠率丄等于 

p 1 

从 (6) 式我们立刻知道，沿曲率线切线方向的測地挽率恒等于 
零，且其逆亦真. 


为了明确+与方向 

的具体对应关系，我们取曲率线为曲面的参数曲线，于是 F = 

I 二0,而这时 


在点(《，0处的+是方向 du : dv 的函数, 


1 — (EN-GL)dudv /JSf LW~Edu ^/Gdv 


^/EGds z 


T 


G E As 


ds 


如果设 0 为方向如:与曲率线 v 二常数的交角，那么 (8) 就 


可改写为 


—— 及一 ) cos 汐 si 110 ， 


(9) 


T~\R 


这称为 Bertrand 公式 


和一 x 时，由（ 9 )我们知道，+取极值，而且它所对应 

韵两个方向正好是两主方向的内外角平分线.沿这两个方向进行 

的曲线称为挠率线，它们也是曲面在反演群作用下的不变曲线，但 
不如曲率线重要. 

例设;^与 I 分别是属于同一条切线的法曲率和测地挠率. 


当 


证明 


炉+萨 一 2好 -+ 夂 = 0 


( 10 ) 


( Vakselj , 1934) 
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从 Euler 定理， 


—瓦 sin2 〜 


R R ,~ 




+ ( TT )OOS 2 9 m 




R R 

于是根据 Bertrand 公式，我们得到 


L _ l \ 

R rJ\r Rj~ t 2 

特别需要注意的是，对于渐近曲线 ，+ = 0且 <7= f ， 所以 
，于是 (10) 式这时就化为 


证毕 • 


_ ^-^^1 

T 


9 


这便是所谓的 Beltrami 定理[参考§ 19. 3] 


( 11 ) 


习 


1. 设奋的极大值和极小值分别为士和‘，则 

i 1 1 2 

2. 若曲面上一条曲线为平面曲线且为测地线，则它必为曲率线.若曲 
面上一条曲线同时为测地线和曲率线，則它必为平面曲线. 

3. 设曲面在一点户的切线与第一主方向相交于0角，并且这切线的共 
板切线与同一主方向相交于 f 角. 证明： 

tg9*tg9 f =—^ f 


T 


T x 


Rz^tgO^R^gO 


tg {6 f —$)= 


-Hi 


4 . 改写 


dv 


du dv (du 
ds ds \ds 


) 


s 


E — F 


G 


L 


-M N 



18. 两曲面之间的保角对应 


G 


2 


(S) 


du dv 


1 




ds ds 


^s/EG-P 1 


F 


B 


N 


M 


L 


并且利用行列式乘法直接证明 


一 2 ^?—+ K~Q* 

设曲面的总曲率为正，则在每点必有唯一的一对共轭方向，使它们间 
的交角是所有共轭方向的交角中为最小.这两个方向关于主方向必定是对 
称的，而且其逆亦真.这时的共轭曲线称为特征 曲线. 

凡是属于共轭方向的两个法曲率半径的乘积以特征曲线时为极大, 
而以曲率线时为极小. 


rpi 


5 


_ 


6 


证明：特征曲线的微分方程式是 

[L (GL-EN) -231 (FL-EM) ^du^2[Jl (GL+EN) -2FLN^dudv 

+ 12M GM-FN) ~N(GL-EN)^dv 2 = 0. 

8 - 设 J ( I ， II ) 表示 第一和第二基本形式的函数行列式，即 


7 


9(1,11) 

9 、 du ， dv )， 

/[ I ，/(1，11)1为挠萆^,3。 J [ II , 


试证：1° J ( J , II ) =0 为曲率线, 
J (1,11)] = 0为特征曲线. 


o 


在五个形式 1,11, 111 = 7(1,11),17 


9. 


中逐次任取两个形式作它们的函数行列式，并令它 f 门等于零，那么这些方程 

式決定的曲线必与以下五种曲线之一重 合：极 小曲线，渐近曲线，曲率线，挠 
率线和特征曲线 




(小仓金之助， K . Ogura , 1916) 


§ 18 . 两曲面之间的保角对应 


保角对应 

■ : . . .. 

当两个曲面的点能建立一一对应时，如果一个曲面上任何两 

条曲线 的交角总是等 于第二个曲面上对应的两条 曲线的交角， 

么这个对应称 为保角对应. 

■ 

最简单的保角对应是 Ptolemy 的反演(大约公元125—139年 


那 
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左右) • 对此继续进行讨论的有 Euler , Lambert , Lagrange 等人, 
其中尤其以 Lagrang e (1779) 的地图制法研究为最著名.完全解 

决这问题的 i Gauss (1825). 

为了方便起见，我们用同一组参数值来记两曲面汉 
的对应点.下面我们来求$与以的对应是保角的充要 条件. 

设两曲面 s ， s ， 的线素分别为 

ds 2 — Edu 2 -f* 2Fdudv j Gdv\ 

As 11 ~E f iu z h 2F f dudv + G f dv\ 

当 ( m ， 先后变为 (w + rfa , 如)和 (a + <5 w ， t > + 如)时，根据假设， 
双方曲面上的两组对应方向的交角 a 与 V 必定相等.也就是说> 

= 4这时 


如记 


dv 


E 十 P (& + k) + GIck 


cosflt = 


\/E -r 2Fk+ GkWE -r2FK \ GK % ， 


__ E f ~hF f {k rK) J rG f JcK 

^/E f + 2F f k -f G f h 2 ^/E f -r 2F f k + G r K 2 


C03QC = 


则对所有的 A ? 和 K , 必成立关系式 

倘若固定 K , 然后决定 A ? 使五十尸 (fc + K ) \ GIck 
些 K 与 A ; 必有 把十 F f (k + K ) + G f kK ^0 成立.由此可推得 必鬌条 


cosa 二 cosa 


0 ,那么对这 




件是 


E F G 


( 1 ) 


E f ~F f 一 G ，， 


容易知道,这个条件也是充分的. 

因此我 in 看到，能建立保角对应的两个曲面，它 们的我 棄在对 
应点的比取定值， 也就是 

Edu 2 +2Fdudv -hGdv 2 Edu 1 ^ 2Fdudv + Gdv 2 
E^du 1 h2F f dudv + G r dv 2 ^^dv^ + ZF^udv^G^dv 1 m 

从 (1) 我们可得到下列 定理： 
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若两曲面之间能建立保角对应，则它们的极小曲线互相对应, 

而且其逆亦真. 

这个结果不过是保角对应的另外一种定义方式而已.如想完 

全解决这个问题，必须决定各个曲面的极小曲线的方程，然后才能 
得到所求的对应. 

对于曲 面&从 


ds z = Edu 2 ~r2Fdudv J rGdv 2t 


F 


EG-F 2 




= W^du + 


— I 




E 


+d - i^szELy v ^ 


( 2 ) 


得知，极小曲线的微分方程取如下形式 

I 

Adu + Bdv = 0 > 

.式中都是的已知函数•我们可用它的积分因子 fi = fi ( u ， V ) 

乘它，使得 


ft (Adu t Bdv) =dqp 


成为全微分.于是 

* 


F + iVEG-F 2 


W~Edu 


da=fi 


dvL, 


(3) 


F-i^/EG^F 


2 


dv\. 


E du — 


这里的 M 与 v 是的共轭复函数，所以 




K 


茵此, 


ds 2 = A 2 dadj3. 

从 (3) 积分后可决定两个函数 a 与好 ，如记作 

05 = 1 十 1 ”， )9 = 1 — iff, 


(4) 


(5) 


则曲面的线素可写成 
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( 6 ) 


ds 2 = A 2 (M 2 

且容易验证，函数关于 W ,” 的 Jacobi 行列式非零，从而 ( l , n ) 
可作为曲面上的新参数. 

另一方面,如将 I ， V 看成是平面上点的直角坐标，那么 do * 2 = 

就应该是平面的线素.因此，如果把曲面上参数值为( I ， 
W 的点对应于平面上具有相同参数值的点，那么这个对应必定是 
保角对应. 


如有第二个曲面以，我们可应用同样的方法，先把它的线素 


化为 


ds 2 = A , 2 d<^ f dfi f p 


(7) 


并且记 


f = i f + W, J3 f = r-irt f , 


( 8 ) 


则 O ') 可作为&的新参数.我们把沒'上的点(匕尔）对应于 
平面上的点 GSV ). 由于 


❻2+0, 


(9) 


所以这个对应也是保角的. 

I 

现在我们采研究两平面图形间一般的保角对应应该具有什么 
形式•设(|，泊，00为两平面上点的直角坐标.要使对应(|, 
»?) ― ksw ) 是共形对应，由条件 （1) 易知，这时如记 


( 10 ) 


或 


则/必为解析函数，反之，对任何导数 + 非零的解析函数 

■ 

/，由 （10) 或 (11) 给出的对应必定是两平面间的保角对应.因此， 
我们得到如下 结果： 

■ 

如果将已知两曲面的綫素化为 

r(d! 2 + ^) ， A f2 (di f2 ~\ df] f2 )^ 2 >0 P A ft >0 


(ID 



18, 两曲面之间的保角对应 


115 


的形状，并且取任何解析函数/，那么根椐 

-l-ir } 1 =/(! -“”)， 

可得到两曲面间的保角对应.式中尸（|+约）的零点自然都应该 


或 


除外 


地图的制法 


* 


为了制作地图， Lagrange (1779) 把地球看作一个旋转曲面, 

然后向平面作保角对应.我们把他的研究梗概叙述如下 

设旋转曲面的方程为 

r(u, v) — (p(u) cosv,p(u) sinv, q(u)), 

我们可把《取作子午线的弧长，也就是成立 

p ,2 (u) rq' 2 (u) =1 

[参阅 §13. 3,习题 1], 曲面的线素为 


( 1 ) 


( 2 ) 


ds 2 —du 2 p 2 (u)dv 


•⑶ 


为了确保这曲面能与 0， y ) 平面作保角对应，必须使条件 

dx % - Ydy 2 

成立，式中的 m 是? u 的函数.然后，作代换 


(du 2 +p 2 dv 2 ) 


(4) 


du 


P(u) 


但仍用 《 表示 S ， 并且记 mp = n 9 那么 u 与 v 两系参数曲线仍然是 
子午线和平行环,而条件 (4) 则化为比较简单的形式 

dx 2 -\~ dy 2 — n z ( du % -\~ dv 2 ) m 」 


由上段讨论可知, 


+ *y=/(u + it；) 


或 


— iy = f(u~\-iv) 


( 6 ; > 
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就表示旋转曲面到平面的保角对应，式中的/是解析函数. , 

为简单起见，我们就取定 (6) 作为所讨论的对应.记 /(« + b ) 
关于复变数 《 + b 的导函数为 




(7) 


则 


dx + idy— (a + ijS) (du 十 idv), 


⑻ 


于是就有 


dx=adu—j3dv 9 dy = j3du \ adv 
现在回忆一下平面曲线 x^=x{t) f y = y(t) 的曲率半径的 U 算 


0 ) 


公式，即 


g ―I … ., 

dyd % x — dxd l y y 

式中的《=士1是为了保证 r 非负.我们先把它用来计算平面上 
对应于子午线(即曲面上的曲线?;=常数）的象曲线的曲串半径. 
在( 9 )式 中令如 = 0,并将所得的 dx t dy 代入 (10 ), 我们就得到它 

的曲串 


( 10 ) 




3 


du 


( 11 ) 


幻=士 1 


Ci 


( a 2+#2)3/2’ 


A 


同理，平面上对应于平行环的象曲线曲率为 


9 


dp 


Pw ~ — 


dv 


右2 = 土1 


( 12 ) 


— =^2 


( a 2 + fi 2 ) 

但是由 (7) 式知道,《和卢是解析函数 f (« + b ) 的实部和虚部，所 
以必定满足 Cauchy - Riemann 方程 


3/2， 


?P 




d 


(13) 


dv 




dv 


d 


/j 


于是我们可把 (11) 与 (12) 式改写为 
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9 


一 C J 


dv + fi 2 


T \ 


(14) 


^¥u 

I 

W ^ F ) 


da 


—— Bt 


— ^2 


冗 vV 十泠 2 • 

假如我们用 o 来表示 [/'(«+ b )： T 的模，那么 


3/2 


r 2 


2 Q 


2 Q 


(15) 


=— €\ —- ， 

9v 


— = £%^ — 


9 u 


Tx 


r 2 


因此，倘若子午线的象全是圆的话，则。应当仅仅为 v 的函 


数，于是 


d % Q 


= 0 


( 16 ) 


du9v 


然而这也正好是 r 2 仅仅为 W 的函数的条件，所以我们就得到下面 

的定理： 


将旋转曲面保角对应到平面吋，如果所有子午残的象都是 
周，那么平行环的象也全是圓周，而且其逆亦真. 

例如,我们把地球看作球面 




r(a, v) = (cosmcosv, costfsin”. 


sin 


这时，曲线 《= 常数是平行环，而曲线 《 = 常数是子午线 


ds 2 = du % + cos 2 udv 2 = (du + i cosudv) (du—i cosudv) 


COS II 


+ tdv, 




C03U 


积分后我们得到 




7^ 




泠二 lit t 


2 
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如果希望球面能与平面建立保角对应，那么双方的极小曲线 

必须相互对应, 也就是 <*= 常数和常数对应于 y + k =常数和 

二常数. 

实现这对应的方法有很多，其中最特殊的* 


y — ix 


Intg 


4 


这时，子午线与 y 轴的平行线相对应,平行环则与 x 轴的平行线相 
对应.例如,将经度分为360°,将纬度分为180°,那么在平面上就 

所得到的是经度匀均而南北极附近极为简略的保角表示，这就是 

现代所用的地图.它原来的名称叫 海图， 专门是给航海用的，由 
Kremer ( l 5 69) 所发现，但通称为 Mercator 




3. Liouville 定理 （1850) 


假若空间的点4应是保角对应，则它必定是有限个反演和相 
似对应的乘积. ' 

这是空间保角对应的基本定理，根据这定理我们知道空间的 
保角对应实质上与反演相差无异.这事实也说明了空间与平面的 
保角对应的不同. 

下面我们必须先证明两个引理.第一个引理是关于三重直交 
曲面系的 Dlipiri 定理 (1813). 假设在空间中已知三系单参数曲面 

h 

族.当任椅两系中的各个曲面互相直交时，我们就称它们为三重 


直 交系统 


Dupin 定理 在三 重直交 系统中 ，属于不同系 的 两个曲 面的交 

线必定为双方的曲率线. 

证明.设这三重直交 系统的三系曲面分别由方程 

/0?， y ， z ) =常数 （ = u ) , 

0(3：， L 2) =常数 （ = «；), 


( 1 ) 
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h ( x 3 y , z ) =常数 （=w) 

所定义.式中的《，^，出分別表示每系曲面的族参数.由于在一定 
的范围内，三个函数的梯度 ▽/, V 9 , S / h 彼此直交而且都是 

非零向量，所以 Jacobi 行列式 

3(f ， 9 ， h) 

d { x 9 y , z ) 

于是，在一定范围内可由 （1) 解得三个数量函数 

x — x { u f v $ w) p y = y ( u f v 9 w) f z = z ( u 9 v 9 w ) 9 

或者我们把它们记为一个向量值函数 

r ( u f v f w ) ^ ( x ( u , v 9 w ) v , w ), z («, v , w )). 


关 0, 


( 2 > 


(2，） 


在 (2') 中任意取定《， t； 或 w； 的某一个值，我们便得到三重直交系 

统中某一系里的一个曲面 • 比如，现在在第三系曲面常数中 

_ 

任意选定一个曲面 


它的参数表示应当是 

r(u,v 9 w 0 ) ^ (x(u 9 v y w 0 ) f y(u 9 v, w 0 ), 2(m, v 9 w 0 )) 

_ 

这个曲面的两系参数曲线 a，v 是它自身与其它两系曲面常数 




■ 


(3) 


和”二常数的交线，所以这两系曲线构成直交系统.换句话说，对 


于任何《; 0 , 


(4) 


根据同样的理由，对于任何 a 


(5> 


而且对于任何 v 0 


( 6 ) 


^ :现在将 (4), (5)， （6) 分别对％ « ，”微 分，便有 


^mw ^ vw • r tt = 0, 


因此我们得到 
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^ 1VU ’一 V IT 


特别地，如果我们列出三个等式 


-- 0 , 




并注意到 rw 不可能是零向量的活，那么只能有 


( r u ,r 


r 


uv 


也就是说， 


切0 的曲面上直交的参数曲线网又是共轭的，因 
此必定是曲率线.对于其他两系曲面自然有同样的结果.证毕. 


W = 


第二个引理. 

点都是將点的曲面必定为球面. 

Demanres 的证明假设曲面 S 的任何点都为脐点,那么就成 
立下列等式 


占 


E F G 

- Z.. - • - - - -- ， 

L M~N 9 

于是曲率线变成不定[参照§1 5 . 3 ].我假定曲面这的方程取 

Monge 形式 r O , y ) = ( x , y 9 z ( x t y )). 根据 O . Rodriques 公 
式 [§1 6 .1]， 对于茂上的任何方向 
对应的微分之间成立 


( Ja ， Ay ， Az ) 与8 单位法方向 


dr ^ — rdn , 

■ 

若记 n=(X y Y f Z), 则可把 (9) 改写为 


(9) 


9X 


dx 


iT - j -Ay - dx 


9 


x 


r 




l 丄 i 1 ^ 

dx dx+ -W dy =~T dyt 

由于这两式是对任何方向 dxidy 成立的，所以 


dx 


9X 


0 ; 




dx ~ 


d 


r 
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1 


9Y 


0 , 






dx 




第一行两等式说明 r 只能是$的函数，而第二行的两等式则说明 

r 至多只是 2 T 的函数，所以 r 必须是常数，于是 (9) 便改写为 

| 

dv = — odtt 

% 

式中的 fl 是常数.积分后得到 


( 11 ) 


r ― r 0 = — an, 


r 0 为常 向量. 所以所讨论的曲面 S 是以 r 。 为球心，为半径的 
球面 |r — r *( J 2 = a 2 . 

基本定理的证明 


证毕 


先来证明 球面在任何空间保角对应后仍旧为球面. 

假设所讨论的空间保角对应为 T , 而且 S 为球面 S 在 T 下的 
对应曲面，那么包括占在内的任何一个三重直交曲面系统2在对 
应 T 之下就变为包括及在内的一个三重直交曲面系统 r . 

现在我们选定球面 S 的任何一条直径以为轴作一个平 
面束，以它为第一系曲面；再以 S 的同心球面为第二系曲面；最后 
取以沒的中心为顶点，以为轴的一系正圆锥面为第三系曲面，那 
么它们全体就构成一个三重直交系统 2^. 当 d 变动时，第二系曲 
面不变，而第一、三两系曲面则全部变更. 

在保角对应？ 7 之下, 


这里的是包括曲面 

&在内的三重直交系统.根据 Dupin 定理，及与中的其他两系 

■ 

曲面的交线应是沒的曲率线，于是对于所得的及在任何一点 p 
就定出两个主方向.如果变更 a 这时及仍旧不变,从而在同一点 p 
又可得到另外两个主方向，因此沒在戶的主方向为无定，所以户 
为脐点/又因为 P 是及的任何点,根据第•二个引理得知，沒仍为 


球面 


我们不难证明 T 是一些反演的乘积.设为 T 的一对对 
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应点， L 和/ I 分别表示中心为』和』的两个反演，这时在变换 

r/rr A :-M 

n 

之下，点与点、平面与平面、球面与球面互相对应.所以況必定是 
个相似变换，也就是平移、旋转、反射和放大等变换的乘积.这 
是由于根据射影几何学的基本定理，凡是点与点对应，乎面与平面 
对应的连续变换必定为射影变换.而对所讨论的況，它又把球面 
对应于球面，从而球面所必须经过的无限远虚圆在见之下必定是 
不动的，因此见至少是一个仿射变换 




x—a x x \ b { y f c x z 1 d't ， 

y f tb z y \ c 2 z J r d 2 t f 

z f — a % x Vb z y J rC z z + d % t f 


式中 《=0 表示无限远平面.然而当《 = 0时应该成立 


f 2 


^-y i2j rz n — k z {x z + y 2 + z z ) , 


所以 


< =1 i = 1 i = 1 

i ~ l t i 

于是我们知道沉是一个相似变换. 

由于即恒等变换，所以从 (12) 式我们容 易得到 


= p . 


i ~ ^ = 0. 


t = i 7 mi a . 

由此看出，空间中任何一个保角对应 r 必定为有限个反演和 
相似的乘积,这就是我们要想证明的基本定理.证毕. 
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m 


习 


1- 设于两曲面之间可建立保角对应，则在各对对应点每个曲面必有两 
对方向，使得各个方向和对应方 N 的法截线在对应点的曲率半径丑,仏满足 


—— 小 

I 丨国| d I _ ■— 

R —R， 


为了使得两对方向互为调和间隔的充要条 件是： 两曲面在对应点的总曲率 
iT ， iT 相等 


(Stacked 1896) 


2_如果在上题中用测地挠率4, 


代换 f ，#，那么类似的结论仍虎 


T T 


立，但对所述的充要条件须改为 


H 1 — K = H ri —K 


(Ogura, 1916) 


3_设0> 为曲面在一点的任时切线 f 与其共轭切线间的交角，而叫为《 
与《关于挠率线的典轭切纟々之 N 的交角.证明 


是反演不变贵. 

(苏步青，1兕 7 ) 

4 - 取变量为的三个解祈函数 ； ri +ix Z9 y l +iy l9 z l +iz z , 由 it 


CD — 


作两个曲面 


Ti = (x { (n 9 v) 9 y x (u f v ), z { («, v )); 
r 2 ^ (x z (u, V) , y z {u, v) y z z (u, v )), 


并规定同一对参数值 (《, r ) 所对应的两点为两曲面间的对应点 • 证明这两曲 
面在对应点的法线平行，总曲率相等，而且都为负值. 

5. 设函数 /( tt , r ) 满足 


P 2 /3 2 / ( 9 ^f 

9u 2 9v % 


1 + 




3n9v 


而且平面上的点 Or , y ) 与点 Or *, 依照如下定义互相对应 

( w , v ) 




9v 


9f u f v) 


3f(u,v) 




x^ = u — 


9v 


9 u 


证明： 互相对应的两个区域的面积始终相等 


(G. Scheffers, 1918} 

设《个动点 P ” /%，/%，•. •，尸 有确定的重心，而且它们各自所画出的 
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曲面在对应点有平行的切平面.用丑,，圯表示曲面(/%)在对应点的两个 
主曲率半径，并用 Or 表示平行于确定平面的切平面上 ( i %) 的一个主方向与 
— 个方向之间的交角. 证明： 


124 


( R r + R f r )^ O f 


n 


^ : { R r — R f t ) cos 2 oy r = 0 f Z ! (札 ~ E f r ) sin 2 co r = 0 


7. 设 r = ( a : (〜”，《;), 怎 ( a ,«;, u ;)) 表示一个三重直交曲面系 
统，而且用 U u ， G u ; L u ， M h ， N u 分别表示曲面 w = 常数的第一、二基本量, 
对另外两系曲面亦用类似记法.另外，记 


H\~T u *Y u9 II 


r v ，fh = 


2 


im 


E u -HhPu = 0 9 G u ^ Hl ； 

起 v = 5 = 0, G v ^H\ f 

II z 9 H 
H x du 

// 3 OH 

// 2 9 v 




_ H, 9ff ,, 

H' 3T， 

上， A =0, = 

H 2 9v 


= _ 


2 


9 凡二0 ， ^u = 


L ti = — 


H 


L 


， M w ^=0 f N 


2 


H, 9 w 

% 

■ 

8. 从 Dupin 定理导出 Lie 定; P ?:, 

[已知曲 fM S 时，作出况的一系平行曲面，以及沿两族曲率线的两 系法线 
可展曲面，就得到包括 S 在内的一个三重直交系统 .] 

9. 证明由方程 


H •' 


(汉，”， w ) ― ( a + wcos « cos v f wcosusinp , wsirxu ) 


所定义的同心球常数，平面束”=常数，和锥面常数构成一个三重直 
交曲面系统，而且它经过反演 


= 


~w 


之后变为 


( 


a ^ weosu^osv 

a 1 -b2aweosueosv^~w 2 9 a z + 2awcos n cos v-^w 1 9 


n (u f V f w) 


wcostisinv 
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tvs\n n 

_ - ■■■■■■■_ ■ -「 ■ 一 

a 2 ~h 2awcosu <os v-\-w 


当奴 = 常数时，所定义的曲面是 Dupin (1822) 的圆曲面 . 

10. 证明：（ 1) Dupin 圆曲面的两系曲率线 . 都是圆 * (2) Dupin 圆曲 
面可以是两个不同的球面系统的包络面，且各球沿曲率线与曲面相切 . 

n. 话明： 亢纹面沿它母线的法线画成双曲抛物面 . 

12, 设一平面 tt 在移动时始终与两曲面 & 和 & 相切，假定心 # 与\两 
曲而的切点间距离一定； 6) jr 与 & 的切点轨迹是仏的曲率绂； c 、； r 与&的 

切点轨 迹是仏 的曲率绂，则由三个假定中的任何两个可证得第三个假定 . 

■ 

( Beltrami , 1864). 


§ 19 _ Gauss 的球面$示 

1. 第三基本形式 Weingarten 公式 

在曲面的各点作它的单位法向量，然后把这向量平移到坐标 
原点，那么它的端点就决定了单位球面上的一点.我们把如此建 
立的曲面上点与单位球面上点的对应称为 Gauss 的球面表示 ，或 

者 Gauss 映照. 

设 w , v 为曲面的两参数，根据上述定义，曲面上的点 r («, «；) 

与单位球面上的点 nO ,?;) 互相 对应. 这里的 tt ( w , v ) 表示曲面在 
r ( i <， v ) 处的单位法向量. 

球面表示的线素为 


= dn*dn = edu 2 + 2fdudv \-gdv 


( 1 > 


式中 


( 2 > 


(1) 称为曲面的第三基本形式， e , /,!/称为第三基本置 . T 

面我们将用曲面的第一、第二基本量 忍,/ \(? ; 夂来表达第三 

基本最， 


由于在曲而上的鉍一点,1^,6和 tt 是三个 线性独立的向 跫， 
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所以向量 tt « 应有如下的分解式 


(3) 


c 


11 


V 


但是,注意到 


二0, 


0 , n^r v = 0, 


riK ] 


QSBS 


Fi 


u 


u 


r u =—L ， 


二： 一 M ， 


U 


u 


所以成立 


c = 0, aE ] bF : - L, aF \ bG 二 = —M 


因此解得 


F M — CtTj 

_ ■ 

EG - F 2 ’ 


一 FL -EM 

EG — F Z 


这样，我们得到 


FM-GL 

EG~F 2 


FL EM 

EG — F 2 


(4) 


ill 


t 


u 


u 


V 


同理可得 


FN — G M 

一 . 一 .• j - 

EG-F 

<0 和 （5) 称为 Weingarten 公式 （1861). 

我们根据这公式容易求出 e ， f ， g ， 这就是 


F M — EN 

_ 

■ ■ A w 


r u + 


(5) 


—_ — 


V 


_ 


O 




EG-F 2 




L 2 G - 2LMF { M 2 E) 9 


办 -- 

- - 


EG F 2 


/ 


(LMG 十 MNE-M 2 F~NLF ) , 


( 6 ) 


EG-F 2 


(N 2 E-2MNF + M Z G) 


EG~F Z 


或者把它们改写为 


e = 2 HL — KB , 
卜 2 HM — KF 

g^2HN~KG. 

由此可导出三个基本形 式之阚 的关系 


( 7 ) 
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= 2H (Jjd» % + 2Mdudv -\-Ndv 2 ) 

~K(Edu 2 t-2Fdudv t Gdv 2 ) 

假如用 I ， II ， III 来表示第一，第二，第三基本形式,那么我们就可 

改写 （ 8 ) 为 




岌 1-2 灯 11 + 111 = 0 


( 8 ') 


例证明¥= 1 


1 


+ 2 々这里的含和专分别是属于方向咖:咖 


R : 


的法曲率和测池曲率 

解依照 ( 8 '), 


III 


II 


-=^2 H 


-K = 211 

R 

[参考 § 17 , ( 10 )] 




_ … I * 

R 1 r T 2 


Gauss 定理 


设左是曲面在其一点 p 处的总曲率 _ 在曲面上于 p 的近旁作 
封闭曲线 C ， <7在球面表示下的对应曲线是疗.当67收檐成 P 点 
时 •（7 和 C 所包围的表面彳只 AO 和的比有极限值 

lim Ao i/cr 

证明因为 c ? 0 二 — F " dudVy d<o = \/e 


( 1 ) 


—/ 2 Airfy , 所以 


/ dO 


EG-F 


9 


( 2 ) 


eg-W 


dco 


但是，根据上一段中的公式 ( 7 ) 

邛 一 尸 = (2HL-KE) (2HN - KG) - (2HM- KF) \ 


也就是 


eg—p 

(2Hy(EG ~F 2 )K~ 2HK(EG-F 2 ) 21 { 十 （EG —F 2 )!^ 



* ^ 
} —* 
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卜 : i 


= (EG—F 2 )K\ 


所以我们得到 


dO 


( 


证毕 


K 


Beltrami-Enneper 定理 


设曲面在点 尸处的 总曲率 K<O f 则过尸点的两条渐近曲线在 

P 的挽率等于士 VI. 

证明. 对于渐近曲线的方向， H 二 0, 于足我 们从第1段的 (8') 


得到 


da 


=~K 


ds 


然而渐近曲线的密切平面与曲面的切平面重合，所以渐近曲线的 
从法向量《 二土 n , 于是再利用 Frenet 公式，我们便可导出渐&曲 

线的挠率 1 


P 


d 


dn 


da 


证毕 


— ： — K . 


ds 


ds 


ds 


P 




习 


1. 证明 Casorati 曲串专 

_ 

Eff — 2 Ff + C?e 

"1 (EG^F^r^ 

2. 若一个曲面与它的球面表示成保角对应,则这曲面必为球面或概小 

- y 

曲面 ("=())• 

_ 

- 、 

• • 

3. 设曲面在其一点户的近旁满足允<0,把两族渐近曲线取为参数曲 

线网 • 用两条邻近的渐近曲线以及两条邻近的渐近曲线心^十八拉 
作曲面上的微小空间四边形 ， 


# 于 


m 


P {u f v) f P i («+Aw, v) 9 P Z (u f v~i^Av) f P s ' u^ Au f v hAv) * 
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设它的体积为 T， 并以 PP '， PPi 为两边作平行四边形，设它的面积为证 
明：当 Aw—0,Ar— 0时 . 


T 


lim 


(Voss, 189 


-K 


Q 1 6 

也 以曲面上的一点 P 为中心作小球面，使它与曲面相交于一条封闭曲 
线，设它的周长为 P, 并且设对应于它的球面表示的周长为，.当小球半径趋 
于零时，问极限值 lim〆/：? 是否等于平均曲率丑？ 


(R. Sturm, 1883; Stacked 1918) 


20. Beltrami 的微分参数 


1. 代数学的一个定理 

对干 n 个变数 A , 心，…，；的二次形式 






( 1 ) 




我们写出它的系数阵的行列式 


^11 <*12 




^21 0?22 


a 2 


( 2 ) 


I ® n 2 


«n 


当有变换 


( t * = 1,2, …, n ) 

k , -1 

将变数 a ： 变为 f 时，原来的二次形式 (1) 仍化为二次形式 








a ik XiX k = 2 


( 4 > 


a ik ^ i x k ^ 


我们 e 定变換 ( 3 ) 的行列式 




12 


1» 






关 o. 


<X n 
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于是由 （4) 容易知道新旧二次形式系数阵的行列式之间存在下列 


关系 


\(^ik 


O 


换句 话说， 一个二次形式系数阵的行列式是扠 2 的不变量. 

的一组反步变数，也就是当变 

应受的变换为 


u ] f u 29 -- 9 u n io 
数 2： u ； r 2 , …，; r n 经受变换 (3) 时, w 】 ，《2, 


9 


摯•學 


，U 


n 


n 


y^MkiUk (i = 1,2,… ， B )， 


( 6 ) 


A?=l 


这时, 


n 


n 




便是一个共变式，也就是说它在变换 (3) 和 (6) 下面是不变的 

现在取任何两组反步变数 《 lf « 2 , …， u n 1 v X 9 v 2f 


我们 


fV nf 


* _ _ 


容易证明 


a 




a 


Si 


11 


12 


In 


a 


^22 


a 


U 2 


21 


2n 






U 


J 


n2 


nl 


nn 


n 


Vi 


V 


V n 0 


2 


011 012 


a 


a 


In 


(^2\ ^ Z 2 


a 2 


«2 


n 


( 8 ) 


Onl 


Ou 2 


a n 


u 


n 


n 


o 






v 


n 
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从 (5) 与 (8) 我们得知 


0 \ n «1 


CFn a 12 


a ll ^12 


a 


In 


^21 ^22 


M 2 


02 


n 


^21 ^22 


n 


(9) 


u 


a 


a „ 2 


a 


n J 


nn 


n 




»nn 


* • • 


0 




Vi v 2 


攀 《 « 


是一个 绝对共变式. 


Beltrami 的第一阶微分参数 
假 定已知《个变数 A , a : 2 , …，〜的一个二次微分形式 


71 


a ik dxidx 


( 1 ) 


kf 


i,k=i 


其中 = 并且它们都为3：2,…， 〜的 函数.现在我们来研 

究变数的一般变换 


4 = 4(4 ，无 2 ,… ，心 ) 


( 2 ) 


所造成的结果，这里我们假定函数行列式 


3(^1, X2f *.•， 3T h ) 

3 ( J ? i ，$2, _ • •，^ ») 


9^0 


(3) 


这时各变数的微分办 i (^ = l ,2, …， 《) 应经受一次变换 


n 


私 =2绎你 


(i = l ， 2 ， .“,n). 


(4) 




C 


K =\ 


它的系数行列式恰 恰是人 这时，形式 (1) 化为 


n 




， 怎 b ) 遣尤 


( 5 ) 


_參# 


i>Jf = 1 


式中已令 s < Jt = s w 

知次，设炉为 


的任何函数，当 a : 变换为无时 


^\f A ， *••, 怎 

炉 (®1，®2, •••，无《) = ?(龙 1，无2, *• •，龙 _) 


n 


■ 
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于是我们有 


d<p = d 争， . 


也就是 




(«) 


2 C 


所以《个函数 


9(p 9<p d(p 

2 X X ^ dx 2 J ’ dx n 


所受的变换与 (4) 互为反步。 

因此，根据上段的结果，我们得到一个绝对共变式 


d(p 


«12 


Ol 


dx x 


d<p 


以 2 i a 2 2 


a 2 


dx 


▽( 炉，妒 ） s — 


d(p 


以 n 


\d^ dip 

dx\ dx 2 




0 




«12 


Vj 


11 


Cf 2 i 022 


«2 


« i*l 


这也就是 Beltrami 的第一阶微分参数 


例如, 


并且取曲面的线素 

Edu 2 -\r2Fdudv \~Gdv 2 

作为 基本二 次微分 形式. 这时 ，第一阶微分 参数是 


f X\ '― Uf X2 V f 




20. Beltrami 的微分参数 


133 


G(p n f u -F (<p u f v i <p v tp u ) +E<p v jf 

EG-F 2 


▽(妒 ，妒） = 


( Beltrami 原来的记号是 八丨（史， f )). 我 们定义 

▽9? = V (< p ,7>), 


也就是 


xj m — G< Pl— 2F<p u <p v + E<p 

EG — F 2 


2 


p 


(9) 


( Beltrami 原来的记号是 A ^) 


Beltrami 的第二阶微分畚数 

下面我们用為*表示行列式 


k 


«ii 


a 


a 


)2 


In 


0f2l "^22 


«2 


A = 


( 1 ) 


1 a n 2 


a 


中元素 <» u 的代数余子式，则对任何函数 P , 

A, 

s 

是一个绝对共变式，我们称它为第二阶微分参数 （ Beltrami 则用 

△2 炉表 示）. 

当 b = 2 时，如果我们记; r t = w ， x 2 — v , 并取曲面 r ( u , v ) 的第 
一基本形式作为定义微分参数的基本二次形式,于是就有 

. d ( E ^~ F < p u 

'dvwm^p 

在一般情况下 Ap 是共 变式. 证明见后（§ 25. 5 ). 我们仅仅 

就 (3) 的情形讨论于下. 

_ 

• | 

f ". 

定理设 C 为曲面上的一条简单封闭曲线，汉表示它所包围 

的曲面区域， d (9 是曲面的面轵元素，而且》是与 (7 的切线方向垂 


d(p 


( 2 ) 


oX 


iuWEG ^ 


A<p = 


(3) 




第二章 


直的曲面的切线方向，并 要求： C ? 的切线正向办与法线正向 

■ 

所决定的切平面的定向，同该点 a 曲线正向与曲綫正向所决定 

的切平面的定向一致，那么 


^ 寸 ^~ ds 一 


8 


(4) 






8 


如 果我们能证明 （4) 式成立 ，那么对的共变性也就立即明 
了.这是由于， U ) 的两侧除了 △?> 所在的一项以外,都是曲面的共 


变式 


证明如果我们记 




V 


u 


(5> 


▽(炉， 0) = \ j i G _ F i ( Aiu+BD 


于是 


8 J D 

式中 D 表示汉所对应的参数 (《, v ) 的区域.然而 

[[{Ai> u B rp v ) du dv 


(Aip u + Bt/) v )dudv 


( 6 ) 


j ) 


fi 


3( 却） ， 9( B 0 


卜(餐+尝)峨 


H - 


dv 




D 


而且 


\\^(^ + ^) dudv=i \\^^ do 




D 




所以我们得到 
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▽ O, f)dO 


S 


[j j 11 




⑺ 


dudv 




aU 


3 v 


D 


根据 Green 定理， （7) 式右端第二项积分又可写为 

3(邱） t 3( B ^) 


m 


dudv 


du 


dv 


D 




( 8 ) 


c 


因此，我们只要计算 


n du A iv 
(fe ds 


(9) 


就可以了 


设切线方向 》 决定于 Su ： dv 9 并记 <5 jj 2 为 <5方向的线素.由于 
如与 du ： dv 垂直，根据§ I 3 .1公式 (5) 我们便有 

ESudu tF(dvdu : Sudv ) i Gdvdv = 0, 


也就是 


iSv — — {Fdu ; Gdty ) I ^Lila r Fdti) , 


改写后 


^5 m ~ — A (Fdu 4" Gdv) , dv~ A(Edu f Fdv ) 
这里的 a 是待定的比例因子.我们在线素 

dn 2 — Edu z 十十 Odv % 

• .. 

中把 (10) 式中的 du,dv 代入可以得到 

Sn^AHEG-F^dsK 

根据 C 的切 线正向与法线正向的规定， 


( 10 ) 


(H) 


u av 


S 


> 


du dv 
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贞1把 （10) 式代入，这条件又可写成 


A(Ls 2 >0 9 


所以； l >0. 因此由 （11) 式可能得 


dn 


(12) 


^/EG F 2 ds 


把所得的 A 代回到 （10) 式，这时 


ds ds 

^/ EG ~ F 2 


<5 


dn . 


du 


dv 


E T^ F 

j% ^8 wv - 

ov — ~ / —— - — ~~un 

s/EG — F 2 


ds 


( 13 ) 


于是我们最后得到 


du . dv 
= < Pi*t-+njr 

on on 

I 

_ _ 

E(p r -F<p u du G(p u — F<p 
~^/ EG^W 石 — VEG 二 1^ 石 

_ B ^u A dv 

MJ ~ir^ - /I ， 

ds ds 

也就是要想求的 (9) 式.由 （7), (8)， （14) 式容易得到 (4) 式 


<P 


dn 


(14) 


证毕 


我们看到 (4) 的左端关于两函数炉，_是对称的，所以如果在 
(4) 的两端减去类似的等式 


% 

t 


[fvw 

3 

那么便可得到 

Jf ㈣ 


丰 *Pds ~ ^[q>hij}dO y 


， ( p^^O —— 


( 4 ，) 


a 


m 


.垆 


— i>t^(p)iO = 




- ( 15 ) 


9- r - 


dn 


P / 


这公式就是 Green 定理在曲耑上的推广 
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习 


1- 设？是曲面上点的函数.当方 向心在 一点周围旋转时，证明 


⑵ 


的极大值等于 V 沪 


(F. Engel) 


2. 证明 VOp+"0) =V<P+2pV(<P， 分） 这里的 M 为常数. 

3. 设曲面上炉 (《 ，幻=常数定义一系曲线，并设它们的直交曲线的弧长 

沿直交曲线所作的函数 d) 1 等于▽炉 . ' • ' 

_ 

证 明：曲 面上两曲线炉 O , 幻=常数 •常数 相交于一点时，它 

们交角的余切等于 


为 s , 证明: 


4. 


v (<p 9 i>) 


设炉是曲面上点的函数，心和&是曲面上在一点直交的两曲线的 at 
长，而且 a ,心为它们在交点处的测地曲率，则成立 

ds{ ds\ dsi 1 is% 

(关于测地曲率的定 义参照 § 21. 2.) 

设尸为曲面的正常点， C 为曲面上的微小环路曲线，它把尸包 由在所 
围成的区域内 •记 为 C 在一点的正法线与曲面在 P 的切平面之间的交角， 

且 S 为 C 的弧长 • 证 明:当 曲线收缩成尸点时， 


5* 


( Cesaro , 1896) 


6 




0ds 


li 


2ff 


( Calonghi ^ 1930) 




证明 o 在点的正法线方向是 

Sr f 9r^ Su 9t 6v 

Sn du dn 9v Sn f 

p 

式中的 〆 = r + r tttt + rv t ;+ …， 未写出的量都是二阶和二阶以上的小釐，以下 
也采用这个约定. 

然而从 （13) 我们得到 


^ 0ds= ^ sin 汐 rf 次 + _•• 

~ ^ (Fdu-^Odv) (Lu+Mp) 


\ 
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— (Fdu + Fdv) {Mu+Nv)} + 

9Q 9P 


* « • 


dudv-\-—p 


式中 


GL-FM dP — FM-EN 




U 


所以 


^ 9ds = 2H f \\/EQ—F % dudv + …= 2 丑 | |rf0+ …. 

7. 设曲面 r=Or,y,«) 的单位法向量是 „=( 尤 ,}% 幺 ). 证明 

Vx = l - X 1 f ytf ^ l - Y 1 ^ z = l - Z \ 

V (x, v) = -XF,V(y, z)=^-YZ f V(z 9 x) 


证毕 


-zx f 




vx + vr + vz =^+*， 

Ax = 2HX, Ay=2HY 9 Az=2HZ 

p 卒;妒+浐+#)，硏= 


=xX+yY+zZ f 则成立 

VP= s 2p-TFS Ap=2(l+W). 

设 A 表示关于 Wtt* +2/ 办办 + 扣 u 2 所作的 Beltrami 第二阶微分参 


r*n 


2 




歎，证明 


— AW —2 W 


式中， ff = jd + yr +* Z . 


I ■ 

IkKJS 


测地线的定义 

在平面上已知两点 P ( ar 0 ， yo ) 和公 ( A , A ) 时，如果我们用方 


« 


程为 


y = y ( x ) 

的曲线 C 连结这两点，则 P ，分甸的弧长躭是 


( 1 ) 


*1 


( 2 ) 


, 8 = 


JCO 
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如果我们希望求一曲线使得 S 能取极大或极小值,那就必须应 

用变分学的一个定理，对此我们简述如下. 

设函数牙为已知.对于已知的3：。和^，要求出函数 

r 

y = y ( j ：) 使得积分 


f y f y f )dx 


能取极大或极小值，也就是使 




这个变分学问题的解必须满足一个微分方程，即 
Euler 方程 


(3) 


d/93^\ 9^ 

dx\dy r / dy 


(4) 


0 - 


- 


自然，凡满足 (4) 的函数 y = y ( x ) 未必能使原积分取到极大或 
极小值.由 （4) 的解决定的曲线 




则称为极 值线. 

‘如果把上述的一般结果应用到所讨 论问篇 的积分 (2), 那么由 

于梦 ( a ?, y ,〆 ） = VlH ( 4 ) 应当是 


3梦 


#=常数， 


也就是 


，二常数 


所以极值线 是直钱 


y — ax + b. 

■ 

现在我们应用这一般的结果到曲面上，从而把直钱的概念拓 
广 到曲面 .设 


= Edu 2 j 2Fdudv Gdv 2 


( 5 ) 



第二章 

是曲面的线素 ， u = 表示曲面上两定点 ( w Q , r 。) 和 ( O ) 之间 

的曲线，于是它们间的曲线弧长就等于 

_ 

1 ^YTW7TW r iu f 


140 


u 


<e) 


A ■ _ 

o 


UQ 


dv 


式中的 = 


du 


变分问题 


(3s 二 0 

a 

的极值线必须满足 Euler 方程 (4). 这 时由于 

梦 （ u ， v ， v r ) 

~VE(u,v) i-2F(u, v)v f i G(u, v)v rz . 


所以要求的 微分方程便是 


F -tGv 


E v -|~ 2F v y f -p G v v f 

du^/ JE 十 2Ft/ n- Gv f 2 2v^ E 十 2Fv 


d 


( 7 ) 


h Gv 


曲面上凡是满足 ( 7 ) 的曲线 r = v ( a ) 称为曲面的测 地线. 自 
然,它是平面上的直线在曲面上的推广. 

汉)的计算结果如下， 


=尸《/ 3 +分1/ 2 +丑2/十沒 


n 


V 


( 7 ') 


其中 


-FG v -GG a ^2GF 


P = 


V 


(8)! 


2{EG-F 2 ) 

GE V -FG U EG v + FG u -2FF 


Q 




(8),； 


EG-F Z 

EG U -FE V { GE U FE V - 2FF 
EG-F 2 

s _ FE u 」 r EE v — 2EF 

~ 2(EG-F 2 ) 

在曲面的任何一点引任何一条切线，则经过这点必定可以唯 
一 地决定一条测地线，使它在这点切于所作的切线.实际上,对于 


2(EG—F 2 ) ， 


i ? 二 —— 


( 8 ) 


2{EG-F t ) 


U 


( 8 ) 4 
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初始条件 〆 《0)=〃。,〃'（《。）=4 二 阶常微分方程 (7') 在一般情形 


下总存在唯一解 《 = 〃(《)• 由此我们看到，在普通的曲面上一般 

存在依赖于两参数的测地族. 

倘若我们把一系测地线取为参数曲线〃=常数，则 

2 EF U — FE U — EE V =0. 

倘若我们把一系测地线取为参数曲线 a 二常数，则 

2 GF V — FG V — GG U = 0. 


(9) 


( 10 ) 


2 . 测地曲率 

设厂为曲面上的一条曲线，0是厂上的任何一点 • 在0点作 

I 

曲面的切平面兀，并作厂在上的正射影厂'.根据 Gauss 的做 
法，我们把平面曲线厂 ' 在0点的曲率称为曲线厂在的切面曲 

率或测地曲率，记作 1. 

! 设和&为厂'在0 点处的切向量和法向量， 茄为 r 

在点0的主法向量，则为曲面在0 点的法向量，并记万 

=沒（见图 17). 当我们作 r 的正射影时，所得到的柱面的母 
线就是 厂和厂 ' 上两个对应点之间的连线. , 
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现在我们应用 Meusnier 定理 （§15.2) 到这个柱面.因为 

_ 

石^是它的切向量，6则是柱面的法向量，而且厂是这柱面在 0 
与相切的曲线，所以厂和厂 7 在0点处的曲率冬和 i 便满足 


r 


r g 


关系式 


r =r g cos^!BOC 


由于=导一心所以曲线 r 在点0的测地曲率等于 


sin 


( 1 ) 


T 


T 


ff 


设 r 的从法向量为改记曲面法向量，则 

I 


sin 


而且 


r{r f xr"). 




式中的 r 是厂的向量表示，而且所有的求导都是对厂的弧长 
进行的.于是我们得到 


= ( r ») 


( 2 ) 


r g 


可是根据行列式的乘法定理, 




r u 


(r',r" ， n).(r w ,r„n)= r ， r’ 


ff 




ni 


ff 


til 


注意到 


m 


m 


r m *r f =r u {r u u fJ tr v v f } =Eu’ + Fv’, 
r v -r f =r v (r〆 +r〆 ） =Fu f +GV, 

—r u (r uu u n + 2r uv u f v f +r tt; v’ 2 + +r v v n ) 


H 
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f Eu n -；- Fv ” ， 


匕一会凡户 ' 2 + V 丁 K?〆 2 + Fa" + G” 


2 


我们得到测地曲率丄的计算公式 


Eu f + Fv f ^E n u n +E v u f v 9 


2 


+ [Fv-~G U )v ,2 + Eu f, ^Fv rf 


2 


Tg *s/ EO — F 


(3) 


Fu f +Gv f iF u -^-E v )u f 


2 


+G u u f v f + : ~G v v n + Fu H ^Gv 


现在我 们将证明下列 定理： 

■ • • 

• I 

要曲面上的曲线成为測地线，充要条件是：它的測地曲率等 


于零 


证明在曲面上取一系包括所讨论曲线在内的曲线作为参数 

曲 线”二 常数，这时从 (3) 式我们得到，所讨论曲线在它一点处的 

% 

测地曲率为 


E[F U -^ 


FE 


(4) 




Veg- f 


所以测地曲率一 = 0 的充要条件是 


E { F ^\ E v 

然两携舞上段的公式( 9 ),这正好是曲线常数成为测地线的条 

■ 

件,由此知道定理为真. 

L 

另一方面，从上段公式 ( r 知，丄 = o 与 

T 9 

周此可得测地线的下列几何学 定义： 


-~FE u = 0 


2 


证毕 


二0互为等价条件, 


sin 
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若曲面上一条曲线在各点的主法线与曲面在同一点的法线重 
合，则这曲线就称为测地线. 


测地线坐标 


在曲面上取一个单参数的测地线族作为参数曲线《；=常数，并 

以它的直交曲线作为另一系参数曲线《 =常数，则（参考第 i 段公 
式⑻） 


— 2EF U + EE V = 0，F = Q ， 

也就是和义= 0.所以这时芯单为 w 的函数五 (《). 倘汔我 


们取 


J V E{u) du 

为新参数，但仍记作那么参数曲线不变，而曲面的线素则化成 

ds 2 = du 2 + G (u ， v) dv 2 

如此所导入的参数 M 是一切参数曲线”=常数的弧长，所以 
我们得到下列 定理： 

在曲面上曲线厂的各点作測地线，使它在这点与 厂 直交 ，井 

以这点出发沿所作测地线取确定的弧长…，那么这个端点的轨迷 
必与所作的单参数測地线族直交. 

因此，曲线《二常数称为测地平行 曲线. 在一般情形下，这系 
曲线不是测地线. ' 

P 

如下所述，我们还可取更特殊的单参数测地线族和它们的直 
交曲线.在曲面的给定点 0( 称为极点）引从0发出的所有测地线， 
它们当然构成一个单参数族，并在其中选定一条曲线作为 基线于 

是这系曲线中的任何一条就决定于它与基线在0点的交角的值队 

这系曲线的方程自 然是” =常数.又从0点出发，沿每条曲线 
常数截取同一弧长 

这时，曲面的线素也采取形式 (1) 


( 1 ) 


那么各端点的轨迹形成一条测地平行曲线* 





Uo 


由此我们看到，曲面在0点邻近的任何一点 P 有两坐标 
…， 前者 a 是连结 a 户 两点测地线的弧长,而后者”则是这条测 
地线与基线在0点的交角.这个坐标系是平面上极坐标在曲面上 


，的推广，所以称为测地 极坐标 


O . Bonnet 公式 (1860) 


设曲面上一条曲线的方程为 


炉（《，”）=常数 


⑴ 


则它的測地曲率决定于 下式: 


F<p v 






U 


( 2 ) 


"s/A \^ A n/ SJ<p 


式中 △= 份? 一 F 2 , 而则表示 Beltrami 的第一阶微分参数 


T 


9 


证明根据 Beltrami 微分参数的定义（§ 20), 我们有 


9 /G<p u -F(p v 


)+1(先樂)} 


VA ( 2 uW A 


-^^( 0 ( p u ~ F ( p v ) 

, 1 1 

+ n/V^ 〜 / A 


+ {E(p v — Fq> u ) 




■ ■ ■ 

J . ■ ■■■ ■ 

VV 9? 

c i E<p v — F<p 

’ ★ .-n—r-r 1 * ■ ■ 

VA 


^(0<P U - Fcp 

3«\ V'A 


a 


v 


u 


u 


A<p 


V 


= V ^ 


’ V 7 ▽炉 / + >/^ 

:因此， （2) 可改写为共变形式 


A<p 


vW +w[<Pp 


V ▽炉 


Tp 


稞在我们取 新变数 




=炉（《，”) 


v 


并用与炉=常数直交的一系曲线作为新的参数曲线 


=常数, 


* 
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由于等式 (2) 的右端对于变数变换0/， 0) 是共变式，所以 
我们只要证明下面的简化 定理： 

关于曲面线素 


ds 2 =Edu 2 + Gdv 


所作的方程 




Vv 7 +v(v, 


正好表达了曲幾 1 ^ =常数的測地曲率 

这时，容易看出 


1 9^0 


▽” = w ， y[v P ~7 ^： 


G 


(4)， 


9 


At；= 


^/EG dv 


于是 (2") 的右端等于 


( 3 ) 


s/EG dv 

另一方面，我们应用 § 21. 2 的公式 (3) 来计算曲率》=常数的 
测地曲率.这时，由于 F = 0,t/=t;"=0, 所以 


Eu f 


1 EE 

VeG~2 


« r$ 


r 9 、/ EG 




然而 = 常数的弧长 厶 2 =芯如 2 ,所以 ti ' 


于是 




EE 


( 4 > 


丁 —一 ^EG 

比较 (3) 与 (4) 式，我们便得到(2〃） 


»V 


证毕 


5. Liouville 公式 （1850) 

谈曲面上的参数曲线 tt 和 I ?构成直交系统，而且它们在曲兩 


地线 
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上点 P 处的測地曲率分 別为- 和如果曲面上的曲线厂经过 




P 点，并且与《曲线的交角为则厂在 P 点的测地曲率等于 


1 ~ —cos0-( — —sin0, 


( 1 ) 


ds 


% 


式中的 S 表示厂的弧长. 

p 

证明因为参数曲线构成直交系统，所以线素采取形式 


ds 2 =Edu 2 + Gdv 2 , 


从此得到 


(V£V ) 2 + W^Gv f ) 2 = l, 

如果采用定理中所述的交角6>,便可置 


du 


dv 


这里 i /二 


ds 9 V 


ds 


Q =^ fGv f 


= VEu 、 

关于 s 微分 (2) 的每一个等式的两端， 


( 2 ) 


C03 


sin 


d6 




EW f -\ 


(E u u f 十 E v v ，） u，U 


— sin 


ds 


2E 


dO 


= v 


{G u u f +G v v f )v f \ 9 


cos 




ds 


2G 


由此我们导出 


d9 


V EG (u f v 

+ 2\/ EG ^ + G〆 ) ~0(^ E u u f 

然而由 S 21. 2 的公式 (3) 以及 F = 




ds 


(3) 




V —~O u v tl + Eu" 


m 


2 


r g VBG' 


1 


/2 


Go f 


+ (^tiV + ^G > f2 + (?v 


v 




\/EG (a V’ 一 《" t/) + 


2 VW {E(GmU+GvVf) 
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L’u f2 + Gv f 2 )(^F v u r + G u v ，）， 


— G (E u u f + E v v f )} + ^/^jq 


也就是 


1 de 


(4) 


i+kw (— 丑 〆 + 以)， 


r 


9 


所以特別地以和代入 (4) 时，我们就得到 tt 曲线和 r 曲 


2 


线的测地曲率分别为 


G u 


E 


(5) 


2 E ^ G f 

因此，由 （2),(4),(5) 便可导出公式 (1) 


2 G"E 


r 


r 


p 


9 


证毕 


求测地线的 Darboux 方法 


若能把一个曲面的线素化为如下形式 

As 2 — d 6 % \ a l d 6 l y 

那么根据第 3 釋所述的结果我们知道， h 二常数就是曲面的测地 

p 

线，而且0=常数是测地平行线的方程. 侃是， 一个已知曲面的线 
素往往取一般形式 


⑴ 


ds z 二 Edu 2 ' 2Fdudv + Gdv 2 

这一般与我们希望的形式 (1) 不同.那么应该如何决定两个函数 

I 

■ 

' 9 = 9 (u,v ) 9 e { =0 x (u 9 v) 9 

使得线素能从形式 (2) 化为形式 (1) 呢？这个问题如能解决，那么 
曲面上的测地绎方程便立即可知悉，且其逆亦真 • 

取 (3) 的第一个方程的微分 


( 2 ) 


(3) 




d 8^0 u du j -0 v dv 


于是 


ds 2 — d 6 i = ( E —91) du 2 + 2 (F — 6 U 6 V )dudv + (G — 9 l ) dv 2 . (4) 
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如果 （ 1 ) 式或立的话,那么我们知道 (4) 的右端应该是关于心,心的 

一个线性形式的平方,所以它的判别式必须等于零，也就是 

(E-ei) (G-ei)- (F-Gj v y=o, 


改 写后， 我们得到 


E9l-2Fe u e v +G9l_, 

EG-F 2 p 


这就是说 ，6» 必须满足微分方程 


— 1 


(5) 


•现在我们取（ 5 )的任何 一个解 (9, 则 (4) 可改写为 

ds 2 — d9 2 = (mdu + ndv) 2 p 

式中的 W , B 均为 W ,” 的已知函数.再假设 

mdu + ndv 


( 6 ) 


(7) 


的积分因子是丄，于是 


a 


mdu^ ndv — adO t , 


从而可把线素心 2 化为形式 （1). 

由此可见，如我们想求测地线的方程，必须求解微 分方程 (5) 
的同时，还要决定 (7) 式的积分因子. 

Darboux 对这问题进行改良，从而证明如下面的 

定理假如已知微分方程 


▽<9 = 1 


的一个解 B ^ 9 ( u , v $ a ), 即舍有一个任意常数 

d6{u f v ； a) 


的解，那么 


=常数 


( 8 ) 


da 


便是測地线的方程. 

证明 我们根据上述方法和已知解 (9( a , v ; fl ) 所决定的函玫 


❹ i =^\( n y v ； a ) 9 


当然也与 a 有关，而且这时曲面的线素心 2 化为 (1) 的形式. 
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我们从 

dG = 9 u du-\-0 v iv $ d$i =9 lu du+ Q 〜 v dv, 

M 抑 j 」 刊 

a —— = - (tU +- 

da duda 2vda 

以及微分办 2 ( 注意，办 2 与〃无关)的结果 


da a uPa dVca 


9 


da 


99, 


0 二 dO^d— -{- cxdOi 


+ a 


da 


da 


da 


得知，洲 ! 必能除尽仞与的乘积，所以这就只有两种可能情 
形•其一"是初 1 能整除狀，这时根据 (9) 的第一行等式有 


= 0 


于是 0和❼1 函数相关，这是不可能的.其二是能整除微分 

da 

这就说明了常数与常数是同系曲线的事实.换句话说, 

测地线的方程是 (8) 式. 

Liouville 形式曲面是线素具有形式 

釭 2 = (JJ-V) (U\du 2 + Vldv 1 ) 

的 曲面. 这里的仅仅是《的函数，而 F , R 仅仅是 t ； 的函数 
这时，单用积分便可求出它的测炮线的方程. 

事实上，这时 


证毕 


( 10 ) 


mhhm 


1 


V »= 


~u-v 


凡是满足 


1 m 


ua £) 


1 


+ K = C /-^ 


( 11 ) 




VI 


的解 0 必定也是 V 0=1 的解，式中表示任意常数 • 我们从 (11) 
式得到 



.测 地 线 


dd 


oO 


= 土 F! 〜/ a—Vy 


=±乙 7 | 


—a y 


oU 


所以 


0(u, v ； a) - - t/! \/C/ —a 办士 \ V\^/ a — Vdv f 


( 12 > 


于是曲面 （10) 的测地线方程为 


U \ 


Vi 


(13) 


4m 土 I ― ^=^~:dv = b f 

V a —K 


Vf /- 

这里 a 是另一个任 s 常数. 

Liouville 形式的曲面族比较广泛，它的一个特例就是椭圆面 


a 


2 


2 


y 


X 


z 


1 (a 2 >6 2 >c 2 >0) 


(14) 


b 2 


2 


a 


c 


设它的一点的椭圆 坐鉍为 A lf A 2 , 并且记 


A\y 

a 2 —6 2 = A 2 , a 2 — c 2 = A 2 , 


9 


U 


V 


(15) 


我们便可改写它的线素如下 [§13, 习题 2] 


a 2 — M 2 

(u Y :h 2 ) {1^¥) 


a 2 — v 2 


ds 2 = (u l — v 2 ) 


iv l L (16) 


du 2 + 


(h z -v z Kk 2 -v 2 ) 


所以椭圆面的测地线方程是 


JV 


a l — u 2 

(u 2 — C) (u 2 — h 2 ) (A; 2 — m 2 ) 


d 


a 2 -v 2 


士 


dv= C f 


(17) 


(C-v 2 )(h 2 -v 2 )(Jc 2 -v 2 ) 


这里的表示任意常数 


习 


1. 在线素为 


ds 1= {U—V) (Uldt^^Vldv^ 

狗 Liouville 形式曲面上，设它的测地线与曲线 = 常数的交角为^证明 

U sin 2 0 + F cos 4 


( 18 ) 






2' 在椭_面的给定测地线上取…点户，设中心到尸点的切甲而的亞 


货距离为 <3,而且设和 P 点的测地线切线平行的椭圖面半径为及证明乘识 


(JoachimsthaU 


RS 冏所取的点 P 无关而取定値 


3*. mm 闹的脐点处所弓 I 的测地线必定经过与这脐点相对的訪点 


(S, Roberts) 


4. 设〗/^和1/7^分别为曲面上 */, ^两参数曲线在交点处的测地曲 


-韦，而且设 D 为两参数曲线的交角，则 


_ 、， d\ , 9(^/g 

\/EG~F % ^ 3u9v 十办 


K = 


dv 


r 


r 


U 


V 


( Liouville , 1851> 


5_ 证明 ：旋转 曲面和二次曲面都是 Liouville 形式曲面 


6. 设 （ r , ㈣ 为曲面上点的测地极坐标，于是 


ds 2 = dv ZJ t G (r, <p) d<pK 


证明：曲面上曲线 r = r (< p ) 的测地曲率等于 


9^ 0 


1 + 2^—]~ VGr ^ + ~ 


G 




G 


d(p 


r 


v 乂 


if 


GH 1 + 




G 


7. 设 u = w ( f ), r = 为曲面 1: 一条曲线的方程，则它的测地曲率 u 


軒 


-JEG-F 1 ^u^-^Fuv+Gv 1 )^ 






V ~ {EG — F 1 ) (m / v f/ 一 u^v ) + {Eu ^Fv') 


f t A 


G u wV +—G 

l 2 E n u ^ Ey V f + {^ 

8- 旋转曲面上的平行环是具有固定测地曲率的曲线.球面上的小圆必 
有冏定的洄地曲率. 

设一个曲而有两系直交曲线，其中一系是测地线，另一系是具常值测: 
地曲率的曲线.证明这曲面的线素与旋转曲面的线素相同. 


u 


2 


X 


u 


V 




v 


2 


^(Fu'+Gvl 




F 


G 


v 




V 


U 


2 


9 
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10. 柱面的测地线是一般螺线 


22. 两曲面间的测地线对应 


1. Beltrami 定理 


如果我们从一个球面(幻的中心把（幻上的各点射影到平面 
上，那么就得到 0 S ) 和 ( i 5 ) 之间点与点的对应.在这个对应之 
下，平面上的直线和球面上的大圆互相对应.换句话说，在上述的 
( s ) 和 ( p ) 的对应之下，双方的测地线互相对应. 

Beluami (】 866 ) 从 这个简单的事 实想到下列更 一般的 问题： 

已知一个曲面时，是否可以建立它到平面上的一个对应，使得 
韵面上的測地线与平面上的直线对应？ 

设 ( a y ) 为平面上一点的直交或者斜交坐标，而 oa , w 为曲面 
上对应点的曲线坐标，这时 


x=Q( 入， fi )， y = 

便表示曲面上的点与平面上点之间的一个对应.在这对应之下, 
平面上的任何一条直线 


( 1 ) 


ax + by + c=0 


则对应于曲面上的曲线 


a0fi) bv(A f ft) c — 0, 

且根据假设，这曲线必为曲面的测 地线. 因为上和1是两个任意 

c C 

常数，所以上式必须为测地线的二阶微分方程的一个通解[参照 
§21_1，公式 （7')]. 于是我们可把上面所提的问 题改写 成如下 


形式 


研究能否将一个曲面的測地线方程写成 

a6 + bv + c=0, 

的步式，其中是任意常数，而沒和 w 则为曲面的曲线坐标 


⑵ 



第二章曲面 
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的函数. 

我们首先来看《=0的情形.这时方程 

公二常数 

必须表示一族测地线，所以当取这族曲线和它的测地平行线族作 

为曲面的坐标曲线》线和 P 线时,曲面的线素变为 

ds 2 = du Zj rC 2 dv 2 , 

于是0应当是 w ，” 的函数 v ). 

根据芯二 1， F 二 = 和 §21. 1的公式(7，），我们得到测地 

线的微分 方程： 


(3) 


2 C U 


C v ,, 


" — 


^3 


— CC u v 


(4) 


v 


V 


V 


C 


C 


另一方面，我们可从 ( 2 ) 消去两个常数令，冬，方法是对 (2) 式 

C C 


关于 M 微分两次，分別得到 


a{p tqv r } + bv f = 0, 

{r + 2 sv r + W 2 + gv " } + bv ff = 


a 


式中 


P=0 u ,q^d vy r^9 


t 二 Q 


s = 


UUP 


UVf 




从而有 


p -^ qv f 

r + 2 st / - \- tv nj r 


ti 


n 


V 


也就是 


v ff = — v r + — v ,2 -f — 


p 


p 


p 


但是， （2) 是微分方程 ( 4 ) 的通解，把上述方程和 (4) 作比较应 


该成立 


Jl _ 2^t# 2^ 

p p 


C . t 


= — cc 





22. 两曲而间的测地线对应 

(5) 的第一和第二个方程的积分是 

pC 2 ^VyP 2 C U f 

这 EfU / ⑷， K 二•为了方便起见，我们把这两个等式改写: 

为如下形式 
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(7 2 = A 


fc = 


3 


u v 


V 


也就是 


V 


U 


C 


( 6 > 


u 2 


V 


再积分 (6) 的第一式， 




It 


u 2 


其中 h = 于是 


(du t 

}IP 


^ = O vv =V 


n 


\-V f { 


把所得的 G 和 C 的表达式代入 (5) 的第三个方程,我们得到 


U f 




UV 3 


这关系式对于的一切值都是应该成 立的. 假如我们把它关于 
«偏微分一次，则得到 


F " 


微 , 


U 2 厂 3 


改写后便是 


v Ff v 3 =-u 2 ~ 


U ， 


由于等式两端的变数是分离的，所以它们必定都等于一个与 tt , 
均无关的常数，我们把这常数记为一 I 这样， 

— 々，噍 


V 


3 


v tf v 





1?6 


为了积分第二式，首先把它改写为 


u f 


= 2^ 


U v 


由此易得 


U f 


h 


+ A : (々为任意常数)， 


U 


U 


亦即 


U f2 = -h + kU 2 


微分后又可得到 


U ff = W. 

另一方面，当曲面的线素为办 2 二也 2 + c 2 咖 2 时，总曲率兀必决定 
于下列方程[参考下一节§ 2 3.1] 


1 d 2 c 

C 2U 1 


K =— 


从 (6) 的第二方程和刚刚求出的 t / 〃得出 


U F, 


凡= 


_ _ _ m/t 

— ■ — fu 


U 


我们把上述结果综合成下列 定理： 

如果一个曲面能和平面建立对应，使得所有的測地线对应于 
平面上的直线，那么这曲面的总曲率必取常值. 

这个事实反过来是否成立？对此我们讨论如下. 

设曲面具有常值总曲率如果我们取适当的参数 《，I 
使它的线素化为 


ds 2 = du 2 + C 2 do 2 f 


(7) 


那么 




C du 


当卜0，（8)的积分是 
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(9) 


C=Vu^\-V {9 

式中的仅仅为”的函数.以下采用同样的 id 法. 


当 k 


会 C> 0 , 


U 


U 


( 10 ) 


C = Fsin ——+ Ficos —— 


a 


k — — 


a 


u 


u 


C — Fsin ll— + Fi cosh —— 


(ID 


在后两个曲面的情形 F , 如果我们采用1和1作为新参数并 

a a 

% 

仍记作《和那么根据常数为零、正或负，曲面的线素分别是 

ds 2 ^du 2 - [- (Fm + F,) 2 ^ 2 , 
ds 2 = a 2 Idu 2 ^ (Fsinw-f-K.cosw) 2 ^ 2 ], 
ds 2 - o 2 [rfw 2 + {V sinhw + Ficoshtt) 2 ^ 2 ]. 

这三个线素是常总曲率曲面线素的特有形式.如果我们取定 
一点(《二0^ = 0),并取由此点出发的测地线 v 二常数，则当« 0 

再用 jr 咖作为新参数 

% 

易把三个线素改写成下面更简洁的 形式： 

ds 2 = du 2 + u 2 dv z , 

ds 2 — a 2 (du 2 -h ain 2 udv 2 ) f 
ds 2 = a 2 (du 2 + sinh 2 «<fo 2 ). 

在完全决定这种曲面的线素以后，我们必须考察它的测地线 
能否对应于平面上的直线. 

为此,我们来求各曲面的测地线方程. 

( 1 ) K^0 ： ds 2 = du 2 -\ u 2 do 2 , 


(1： 


(13) 


(14) 


时由于 C = 0, 所以 1/ fO . 


V ，那么我们便容 


05) 


(16) 


(17) 
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(A 是任意常数), 


2 




■■ 


0 - ^4 ^ O^i — ^ ^1 一 


u 


2 


A 2 


■I ■■ _■ 


6 ( u f V ； A ) ~ / l ^; r 


m 


所以测地线的方程为 


du 


96 


常数, 


= y + A 




(i -A 


dA 


2 


A 


常数, 


w 士 arc cos —— 


u 


也就是 


^4 mcosv + Businv ] C = 0 


(18) 


由此可见，只要在曲面与平面之间建立起对应 


X— UCOSVf 


m 


sinVp 


.就能使曲面上的测地线对应于平面上的直线 


(2) K =- y ； ( fe 2 = o 2 [ cfe / 2 + sin 2 udv 2 '] f 


a 


[ 朽 + sin 2 M • 的 ]=1 ， 


V 


— 0 2 


2 


sin « 

sin 2 M. (a 2 — $l) =A 2 , 


2 




V 


2 


— ^^2 


a sin 


m 


0(u, v ； A) =Avzt 


sinu 


所以测地线的方程为 


du 


v 土 4 


= 常数， 


v a 2 sin 2 u ~ A 2 


sin 


A 


)= 常数, 


士 arc cos 


i>j 


2 


— A 2 t 


也就是 
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( 10 ) 


r Btgusinv^ C 


At 


UCOSVn 


因此， 


- tgusmv 


x~ tg«cos V, 


便是使测地线对应于平面上直线的所求的对应 


ds 2 --a 2 ldu 2 + sinh 2 udv 2 2 


( 3 ) K 二一 


用类似方法可求出测地线的方程为 


Atghwcosv + 5tghwsin y + C= 


( 20 > 


从而使测地线与平面上直线对应的点对应是 


X— tghwcos^, y — tghusin& 


综合以上结果，我们就得到 

Beltrami 定理当曲面上的点与平面上的点互相对应时，使 

I 

■ 

曲面上的測地线对应于平面上的直线，充要条 件是： 曲面的总曲率- 
为常值. 


特别值得注意的是,利用上面得到的三种对应时,我们可把各 
曲面的线素分别化为下列 形式： 


ds 2 = dx 2 -b dy 2 . 


doc 2 f dy 2 + (xdy—ydx) 


ds z — a 7. 


(l + f + y 2 ) 2 


f 


da 2 J 「 dy 2 — jxdy — ydx) 

(1—x 2 —y 2 ) 2 


ds 2 


=a 




m 


这也是 Beltrami 所发现的结果. 


2. Dini 定理 

我们进一步研究下列 问题： 

■ 

当两个已知曲面的点互相对应吋，能否使双方的測地 残互柄 


对应？ 


这个问题最早是由 Beltrami 提出的，后来为 U . Dini (1869) 
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所解决.由于 Dini 的方法是基于 Tissot 定理的，我们先叙述这 
个定理. 


Tissot 定理设两个实曲面的点互相对应，则在各曲面上必 
存在一个直交曲线系统，使它们在这个对应之下互相对应.如果这 
个对应不是保角对应，那么这种直交系统仅仅只有一对. 

证明设 s 和& 为所讨论的两曲面，见和为它们的对应 
点，则对于 s 在 iW 的任何切线就有一条对应切线 M x t ,. 换句 
活说，当 S 上的任何一曲线在见点与相切时，它在&上的对 

I 

_ 

应曲线在点必定与血山相切.这两切线和尨之间的 

对应是射影对应.事实上，设 

r(u, v) -^{x(u t v) 9 y{u, v) 9 z(u, v)). 


^ ( Ziiu ^ vi ), ' i / dUi , 

€别为& 和& 的方程，而且 

Wl *P(U ， V )， 


0 (u, v) 


足给定的对应，贝 y 


-(p u du J ,(p v dv f 

dv\ -- ip M du + tj) v dv f 

所以任何四条切线与它们对应的四条切线必有相同的交 
比，于是两线束 M f 和_¥ 义构 成射影对应. 

在点见和札，我们各以相应的极小切线 il / i , 见力 MJ , 

为釔直线，决定两切线对合/#和 /&• 根据假设，两曲面都是实 
曲面，所以/#和 /〜. 均为椭圆的对合.设砧为在点I对应于/〜 
:的对合，则心和 A 是同心的，且其中有一■'个是機圆的，所以必 
有公共直线对和 iI /队 这两切 线在淑 直交，而且对应的切线 
见叫和 M lVl 也必直交.这样，我们证明了 Tissot 定理的前半的 

结论. 


du ] : 




如果 ImMVm 是同一个对合， 则占与 &的极小曲线互相对 
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应，于是 S 与 &之间 的对应必定是保角的[参考§ 18, 1]. 

这里举出一个例外情形.当两对合/#和//有一公共复直 
线时，两曲面没和反上各有一系极小曲线互相对应.于是两曲 
面的对应直交曲线系统也就是这两系极小曲线.这个例外情形是 

I 

S . Lie 所指出的.当然，在两实曲面的场合，这种例外是不可能发 
生的.证毕. 

现在我们来叙述 Dini 的研究于下. 

设两曲面没与 A 之间以实点互相对应.根据 Tissot 定理必“ 

有对应的直交曲线系统，从而我们取它们作为各自的参数曲线 
和”时,就可把各曲面的线素分别写为 

ds 2 = Edu 2 + Gdv 2 , ds\~E x dM i - 3 rG { diu i . 

这 的测地线微分方程是 l / r , = 0, 也就是[参考§ 21. 2] 


m 


( i > 


2(dud 2 v-dvd 2 u)~ —du z + 

G dv 


2 dG 1 dE , , 2 , 

G du E^ )du dv 




2 9E 1 dG 

E ~dv G 9v 

若用艮，仏替换上式中的丑 ，（?， 便得到曲 面&的 测地线微分方 

程. 为了使两曲面的测地线能互相对应，其充要条件应是上述的 
两个微分方程等价.于是我们得到 

H—1 9E ^ 2 dG t 1 dE x 
G 1 dv G du E 3u G i 3u E i 3u y 

丄丄？ (2) 

E dv G dv E i dv G\ dv ^ E du E\ du* 

积分第二和第三方程， 


dudv 2 +^^dv z =^0 


■ ■ -- 


E d 


7 


G 


Hf - 3 ， 

式中 U(u) 9 V = V(v). 因此 , 


G G x 


a 


E 2 ~W ， 


E 


G 






U 2 V 9 


uv 2 
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将此値分別代人 (2) 的第一和第四方程，得 


?E 




(U~V) 




9v 


(U~V)4^- = U f G 


9u 


积分后我们得到 


E 二 U\(U~V) ， G^VKU-V) 


其中 V x = V \( v ). 

由此我们知道，两曲面的线素分别取如下形式 

ds z ={U-V) (Ujdu 2 ^VUv 2 ), 


(3) 


dsf = 


(4) 


® 而所求的两曲面都为 Liouville 形 式曲面 [参考§ 21. 6]. 

反过来,凡是线素为 (3), (4) 形式的两曲面，它们之间必能建 
立一个对应,使得测地线互相对应. 

其实，曲面 (3) 的测地线按§ 21. 6决定于方程 


U,du 


Vidv 


1 


士 


(5) 




—V 


VJ 


而且对于置换 




V t 




Vc / 


V 


方程 (5) 仍旧保持其原状，而也 2 则化为也?，所以我们得到 

Dini 定理 设两曲面的点互相对应，而且一方的測地线对应 
于另一方的測地线，则两曲面皆为 Liouville 形式的曲面， A 其逆 


亦真 


值得注意的是，如果我们取任何常数并分别用 




]63 
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U-\-nij F r7W 

来替换 R K , 这时 (3) 式不变，而 (4) 式则为 

du 2 + 


F ? 


u \ 


ds \ — 


dv 




C / + 


y + 


f / 十 


Wi\ 


ml 


所以，对于一个已知的 Liouville 形式曲面，可得单参数的 Liou - 

* 

vilie 形式曲面族，使这族中的任何曲面和已知曲面之间也能建立 
起測地线亙相对应的点对应. 


习 


1. 设曲面的线素为 


o )， 


ds 1 = (u 4 — v 4 ) f <p (n) + 


证明：由—，—所定义的曲面到自身的对应，能使测地浅对应干测地 


线 


2*. 若曲面与平面的点互相对应，而 a 曲面上的测地线对应于平面上的 
圆周，则曲面必有常总曲率 (Haack, ] 928). 

3*. 试求满足下列条件的所有 曲面： 当它与平面的点互相对应时，其测 f 
地线的象为抛物线 y = Ax i + jux + 

4 气 在上题的曲酣中决定能与平面成保角对应的曲面 （ Kasner, 1905) 


(Kasner, ]905) 


23. 曲面上的几何学 


1. Gauss 曲率允 

I 的原来定义是 [§15. 3] 


iLN-M 2 

从形式上看，夂与曲面的第二基本量有关，但是 Gauss 

<1826) 曾证明：单由第一基本量 E ， F ， G 及其导数便可以表示 

我 们根椐 R . Baltzer (1886) 的方法证明于下 
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\^^ EG - F \ SIS 么 

△ 2 夂 = (r wu ,i 


2 


r v ) 


r v ) (r 


r v )-(r 


uvf 


u> 


U 9 ， 




uu 


vv 


uu 


vu 


V 


r„r 


VV 


u 


u 


u 


V 


\ r v *r 


VV 


V 


u 


t ; 


V 




uv 


uv 


u 




uv 


V 


r u *r 


UV 


u 


u 


V 


u 


r 


V 


uv 


V 


u 


V 


V 


2 


uu m ^*vv ^UV 7 


r 


uu 


u 


uu 


V 


E 


F 


u 


vv 


F 


G 


V 


vv 




0 


u 


uv 


V 


uv 


E 


F 


U 


UV 


F 


G 


UV 


然而如果我们微分丑 = r u . r „ ，/? ^ Tvr ^ G ^ tvrw 那么可得到 


E u = r^r 


: E v = r u .r 


UUf 


UV9 


2 


=rv r UV9 » r ， r Vh9 


2 


4 


^u=r U u m r v rr 

F v =r 


u 


UV9 


r + r w • r 


uv 


VV9 


F uv =r 


~ ^uur * ^ v ttw + 


uu 


vv 


U^P 


▲ JTT 

~~JI/ 


= *vr„w + r u ， r tfv ， 


VV 


2 




G 


= r v ^r uuv + r uv ^r uv , 


UU 


2 


所以 


Fuv ~^r^w 一了 G 


2 


_ ^uu * r ⑽一 r 


uu 


2 


uvt 


2 
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F t - 士 E 


— r fl ^ 

_ U u 




V9 


2 


- ：： O u =r 




fl* 


V 


vv 


于是我们最后得到 


n 


G 


上 I? T? J J? 




■ ■ i n 


vv 


UU 


V 


2 


2 


K = - 


~ G U 


E 


F 


(EG~F 2 ) 


F 


G 


f v 


E v ~G 


2 


E 


E 


F 


{EG~F t£ Y i 2 




—G u F G 


2 


这就是 R . Ealtzer 所得的形式. 

上述定理具有下面的重要几何 意义： 

我们把一个曲面看成如一张坚軔薄纸那榉的东西，它不能伸 
缩而能不打折地改变形状.经过这种变形以后,它的线素 

As ^ ~ E du ^ 2jP du dv G dv ^ 

仍不改变原来的形式•换句话说，三个函数五，尸, g 对于曲面的变 
形是不变的，从而它们的导数也是不变的. Gauss 定理的内容指 

出，曲面的总曲率是变形的不变 






注意：如果我们取适当的参数 tt ， ”，使曲面的线素写为 


(§ 21 . 3 ) 


ds 2 du 2 4- G{u 9 v) dv 2 f 


则从五得到 
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改 写后, 


K =— 


^/G du 2 


如果记 G = C 2 , 则 [参照 §22.1] 

1 d z c 

Cd ^ 


K=- 


2. 测地线 

■ 

前面 [§ 21. 1] 已经说过，曲面上的测地线是平面上直线的推 

广.因为测地线在曲面上的几何学中所占的地位极为重要，所以 
我们特为详述于下. 

依照以前的结果 [ § 21. 2] 得知，当曲面的线素取 

ds z = Edu 2 ^2Fdudv + Gdv 2 

的形式时，它的测地线的微分方程是 l / r tf =0, 即 


Eu^Fv 1 -tE u u ,2 +E v u f v , + ( F V --^G U \v n +Eu ,f + Fv n 


' o ) 


Fu f -\-Gv 


+ 艮 W v + ^G v v n + TV + Gv H 


式中的微分都是关于曲线弧长 s 所作的.但对于任何变数上 
式也对.亊实上，在参数变换 <=<(«) 之后， 

^, _du dt At 

u = did ^ =u ^ 


m + 綴 hs 


4 


m 




ds z$ 


于是 
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Mii~\-F V Eh Fi) 

Fu^Gi) Fu 十 GV 


Eu f +Vv f Eu ff ^Fv n 


Fu r ^ Gv f Ff + Gv ” 


所以我们在 （1) 中可用“ •”替换“ M ’. 

特别地，我们选定参数 W ， 〃，使 

<fo 2 = du 2 + G(u ， v)dv 


( 2 ) 


这时测地线的微分方程就为 


u 




0 


|| % 


Gv f G u u r v f + -^G v v f2 ^Gv n 


也就是 




d^G 


x/G (u f v ff -u n v f ) + 


u f v nj r 


n v 


dv 


dU 


du 


(3) 


若取纟 =”， 则 〆 = 1，，= 0, 于是我们得到 

/^prd z u __ d\/ G du 1 0 d\ / G (du\ 

■ - ”一 " 4 ^ ^ - 1 —- 1 

dv dv 9u \dv/ 

根据这个方程我们容易证明下面的 

设曲面上的 一 条測地线与取作为測地我的参教曲戌权 


祖 G 


(4) 


+ 


dv 2 


du 




的交角为 ctO ,?；), 則 


da 


(5) 


dv 


du 


证明设〃 = «(〃) 为所讨论的测地线, 


du 


cosa = 


^/du 2 + G dv 


1 + G 


du 


V (? ctga =^ 


对它进行微分, 





第二章 

_ 

d 2 u_/9^/G du 

■ : ^W—J—™_l ■■ -p mm^ 

do ^ \ du do 一 、' 


1fi8 


Sill 


也就趙 

d 2 u 


G 


1 da 


VG 


^y g 


( 6 ) 


ctg^a I 


ctg 






dv 


du 


dv 


cv 


sm 


另一方面，从 (4) 式我们得出 


A 2 u — 1 d-J G du 

■ ■■■ ■ 一 ，- 一二:厂 ■ 

dv 2 VO 

~ 2 ^ o ”- 

= ~-~ctga-r2v G - 


0 1 9^G/du\ 

V G du \dv) 

:2 V 歹 


d^/G 


dv 


aU 


c V 


， 2 a + V (^ v 二， 


oU 


把它与 (6) 式作比较，便异出 

y — 3 心 G — 

a / G —^ — ctg 2 a-\'\ / G 

cU 


^G 


da 


o \ 


^ i 7 ^ v ^ W 


cU 


也 就是所要证的 


?-JG 


da 


证毕 


do 


oU 


关于测地线三角形的 Gauss 定理 

大家知道，平面上三角形内角之 和等于 ； r . 这定理在曲面上 
的推 广就是下述的 Gauss 定理. 

S 

定理设曲面上的三条測地 践构成 一个三角形，且其 内角力 


# 


KdS 二 ： ZA + ZB + ZC~jt ， 

式中， 汐表 示曲面的面积元素， iT 表示总曲率，而 且二重 祀分的 
区域是这些測地戌所围成的三角形领域. 

证明 取』 作为测地线极坐标系统的极点，并以&为基线 

v ^0 f 我们就有 


⑴ 
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( 2 > 


ds 2 = du tJ rGdv 2 , 

1 3 2 VG 


(3) 


K 二 - 


我们先来 i 正明 


3\/ G 


(4) 


du 


因为在点牵《曲线退化成一点，它的方向无法确定，所以 

. 0 务皆 0 ， 


于是 


(?(0, ”）=0 

现在在同一测地平行线上取两点和 似 lO , VI )，它 {fi 

间的曲线弧参见图 18) 等于 

C V 1 

J ^Gdv 


(5> 


当 u^O H , M 0 Mi ： u ^ v { . 然而由 （5) 式我们有 

^dv 


G(u f v) — \/G(0 9 v) 


厂 




lim 


Vi 


3 a / G 


dv 


dU 
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0 


这对所 有的巧 成立，从而微分后就得 (4) 式， 

我们应用上段公式 (5) 和这里的公式 (5) 来证明本定理.由 
(2) 和 (3) 式， 


dS-^^Gdndv, 

d Z \/ G{Uj v) 


n 腳一 rr 


du dv 


du 




3VG(u ， v) 


I 


dv 


cU 


d 


1 一匕咖二 


1 +T 


3 u 


dv 


v = ZA 


—^A + a{u f v) 

\v=% 

— ~ (n — XD) 

—zLA + C— tv • 


证毕 


特殊情形. 

当尤 = &>0 为正常数时，设测地线三角形的面积为 A , 则由 

€1 


⑴得到 


A = o 2 (Z^H'Z^ + ^C f — ^)>0. 

所以在总曲率尤为正常数的曲面上，任何測地线三角形内角的和 


大于 


n 


反之， 当 X = 时， 在资常总曲率的曲面上 ，任 何測地 

线三角形的内角和小于 

若反=0，则所讨论的曲面是平面的变形，于是任何测地线三 
角形内角之和等于 A 这是当然的. 


JT 


测地线离差 

设 B 为曲面上的一条测地线，而且夕是 b 的邻近测地线.将 


FI 1 
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上的任何一点淑正射影到5上，设它的垂足为八从5上的任何 


▲定点0到尸的曲线弧长记为 a , 且令 = 则成立 


d 2 dn 


+ K(cr)dn = 0 9 


(1) 


dcr 


式中的尤 ( cr ) 表示曲面在 P 的总曲率. 

公式 (1) 称为 关于测 地线离 差加的 Jacobi 方程. 证明如下 

记5为并取包括#在内的一系测地线为 v == 常数 . ji 
果《=常数是测地平行线，则 


ds 2 =du 2j rGdo 2 


;而且 


MP= dn ~ \/ G do 


然而 a = 且按本节的第1段我们有 

dWG 


+ K^/0 = 


du 2 


/所以，当 V = 0 时便成立 


~^+K(a)6n^0 


这个结果有高维黎曼空间中的推广 (T. Levi-Civita, 1 926) 


Gauss-Bonnet 公式 


设 C 是曲面上的简单(即自身不相交)封闭曲线， 1/r, 是它的 

测地 曲率，反是曲面的总曲率，是曲面的面积元素，且 z 為, 

…， Z ： 圮是 C 的各角点处的内角，则关于 CT 所包围的曲面区 
域所作的二重积分 




KdS~ - (n — 2)n 一 

* = 1 € 

这个结果最初是 O . Bonnet (1848) 证明的，而它正好是前面第 


( 1 ) 
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第二章曲面 


3段所述 Gauss 公式的推广.这是因为，在 （1) 中只要取 !* = 


0便可 导出. 所以公式 （1) 通称为 Gauss-Bonnet 公式 


r 


为了证明（1)，我们在曲面上取适当的直交参数曲线 M 和<即: 
§18中的^和;?]，使得 


ds z 二 E(u ， v) (du z + dv 2 )• 

这时，由于所以依照 §既1 我们得到 

i 

1 /9 2 \nE l d 2 \nE\ 

2E\ du 1 ^ dv 2 r 


( 2 > 




(3> 


而且依照 §23.2 又有 


d 


dv 


1 3ln^ dv 1 dinE du 

m 1 —- - * ■ " — II » -- - 

2 3u ds 2 3v ds 


(4) 


= M arctg ^ )+ ^ 


如果记 


dv 


<p= arct g 


du 


那么 


1 { d\nE dv dh\E du\ 

~ ■ ■ !■ 

ds dv As) 


ds 


9 2 \nE , d 2 \nE 


(K 


1 


dcp 


dudv 


2 


du 


3V 2 


)d(p 


KdS 


( 6 ) 


接着要计算的是上式右端的线积分 • 由 （2) 式我们知道，曲面与 

• • 

(心 v ) 平面之间的对应是保角对应，所以曲线 c 在参数平面上的象 
也有 w 个角点，且其内角也等于 ZA lf ZA 2f 

n 


， Z^n •于是 


dv 


d s.yc t g-—- — 2 jt — 


du 
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(7) 




由 （6) 和 (7) 立即可得出 （！）• 


证毕. 

S 我们应用 Gauss-Bonnet 公式到曲面上特殊选定的不同® 


mc \ n 9 便可得到各种不同的结果.这里仅举出几个比较重要的 


于下 


( A ^ 测地曲率的新定义 

设4， B 为曲面上一条曲线的两邻近点.在4和 B 分别作 
和 C 相切的测地线，设它们的交点为 T , 交角为 A r , 称 


Ar 


CT 


( 8 ) 


-> • —-- 

inn ~7— ― j 


为 C 在 J 的测地鹿率，这里的 As 表示凑 S 间的弧长. 

这个定义显 然是平 面劭线曲率的推广.我们要证明 的是： 新 
定义下的测地曲率必须与以前 [ § 2〗. 2] 所定义的 1/ r , 一致 a 

取三条由曲线弧和^所组成的封闭曲线我们应 

用 Gauss- Bonnet 公式到 （ 7 . 因为沿 ATJB , l / r P 都等于 0 ， 而且 
这时《 = 3，/為= 0，^^ 2 = ；1 —〜，/戌= 0(参照图 19), 所以 


A ds 


f 


r 


B 


9 


也就是 
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1 C B ds_Ar t 1 

As . 

设 4 表示 I 扪在所包围的曲面区域内所取的最大值 ,- 


(9> 


KdS 


As 


A^g 


则 


K 


KdS \^^^ dS . 

但是 fj * 狀是处以所包围的曲面区域的面积，所以 对于任 何正数 
e 必有正数 <3,使得对于 A ^<(5 成立 

J * |^<«. 

KdS-0 


As 


As 


因此 


(10>、 


li 




As 


A 8 ->0 


另一方面根据积分的中值定理, 


B ds 


As 


I 


(0<or<As) 


at q r g (a) 


所以 


1 [ B ds 1 


(id 


H 


As 


从 (9)、（10) 和 (11) 式得知，在点 4 成立 


t 


( 12 ) 


ds~r g 


( B ) 封闭曲面的全曲率 

作为例子，我们先来讨论与球面同胚的曲面.用自身不相交 

_ 

的封闭光滑曲线把整个曲面分为两块单连通的区域（ I )、（ II ),而; 
且应用积分公式 （1) 到这两块曲面 . 我们得到 


ds 


二+ I 岌從二 2, t , 

Tg J J 


(I) 


( 13 > 


ds 


! KdS 2jt* 


Tg 


an 



曲面上的几何学 

如所知,线积分的正向规 定是: 沿曲线正向前进时，曲线所围的区 
域始终在曲线的左侧.换言之， （13) 的两式中的前两个线积分，它 

们的道路虽相同，但正方向恰好相反.如果我们把 (13) 的两式边 
站相加,这两个线积分相互抵消，从而得到 


# 


KdS — 4^ 


(14) 


这就是说，凡 是与球面同胚的曲面 ，它 的全曲率等于 4 jt . 

其次，我们取一个与环面同胚的曲面作为第二个例子.沿着 
环面的一条经线和一条韩线的同胚象分割这个曲面，于是把曲面 
化为一个单连通区域.这个区域是由一条具四重叠角点的境界所 
围成的.这种分割称为与环面同胚曲面的规范分割.现在我们应 
用 Bonnet 定理到这个曲面.由于这时沿各段境界的线积分都按 

相反方向各积一次(参照图 20), 所以公式中的线积分部分互相抵 

消，只留下角点的四个内角，而且其和为 2 ； r. 因此,对于这个与环 
面同胚的曲面便成立 


(14>! 


由于环面是与添加一个柄的球面是同胚的，所以所论的曲面也是 


如此 


根据同样的道理，关于一个与添加少个柄的球面同胚的封闭 
曲面(图21，/> = 2),我们也有相应的规范分割 

狗分割.由此我们可推导最一般的公式 

^ - 


20示意了 
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(14)p 


KdS -- 1 An (1 一 p ). 


非负整数 P 是 Riemann ( l 857 ) 所导入的曲面亏格. 


我们从 Gauss - Bonnet 公式出发，终于达到曲面微分几何学 
与拓扑学之间的联系.这个出乎意料的事实说明了 Gauss-Bonnet 

公式的重要性.根据这个方法我们还可以导出 Euler 的多面 体定 
理 (其实比 Euler 发现这定理 (1752) 还早一百年，这个结果已在 
Cartesius 写给 Leibniz 的信中见到），借以说明微分几何学与拓 
扑学之间的密切关系. 

取一个处处正则的封闭曲 面沒， 设 S 由一些单连通的面块及 

_ 

所组成，而且这些面块满足下列 条件： 凡是相邻的两块丑只交干 一 

条公共的棱，也就是占上的一段正则曲 线弧； 棱的端点称为顶点， 

在各顶点至少有三条棱相会.如果我们能对所有面块瓦的边界曲 

线规定正向，使得每一条棱在它所围成的两块五取相反的方向，那 

么曲面沒便称为 可定向曲面. 对于每块五，我们都可写出 Gauss - 
Bonnet 公式 


序丄 

e . v 

式中0$於表示丑仕:各角点处的内角 • 现在设沒是由/块茗组 
成的•将上列的诸等式边边相加，并且注意到以是封闭曲而，曲线 


KdS=2 jt 9 
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ds 


' 积分=在每一条棱上正反积分两次，因而佥部相抵消，所以我们 


得到 


2 (^-^)+ \\KdS 

接下来计算等式左端的第一个和式.对兀求和时，它的个数等于 
梭的数目的两倍，而且内角0的总和等于顶点的数目乘以2 ^如 
:巧我们记梭的总数为 e , 顶点的总数为 *；, 则 

2 (^~ 0 ) - 2jt(e — v). 


2jrf 


_ • ■ 


因而得到公式 


if 


KdS z ~ f — 6 + V 


(15) 


2 n 


要注意的是，上式左边与汉被分割为多少块五的情况毫无关系，而 

11右边也不依赖于曲面沒的所有连续变形.如果我们比较 cuh 
与 (15), 那么就获得所求的 Euler 多面体公式 

/ 一 e~tv = 2(l — p) 

当？ = 0时,这便是 Euler 所知悉的情形. 


(16) 


«• Levi-Civita 的平行移动概念 

在平面欧氏几何学中，当已知两点 P, A 时，对于 P 处的仟何 

一个方向，我们必定可在 A 处作唯一的平行 方向. 现在我们把这 
个概念推广到任何曲面上去. 

为此,在曲面上取一点/»及其切平面 TF. 从/►点出发的任何 
切线(它当然在’上)是由它的单位方向 U= (Wi, M 2 ,« 3 ) 决定的设 
尸为^上的另外一点，坏〃为 CT 在 P' 处的切 平面. 当在 P 点给定 

单位切向; i： U 时，我们考虑应该如何在 P 点决定一个单位切向量 
使它与 W 形成类似平行的问题. 




第二拿 


Ira 


我们先来研究是可展曲面时 
的情形.此时 o •—般说来应是一条 
烧曲线的切线面.设 Tf 3 , 
…是 cr 的一族邻近切平面; g { , g 2 , … 


分别是 灰！ 与讯 2 ,眾 2 与研 

交线(图 22). 先以 仏为轴 ，旋转 
使它与重合;再以仏为轴,旋转 
^3. 使它与^ 2 重合,其余依此类推. 

结果是， o •被展开成一个平面. 

我们从0■的这个变形便可在 P ' 处定义 出单位切方向 US 使 
它与尸处的方向 u 成一对一的对 应； 详细地说 就是用上述方法 
将 o * 展开成平面时，方向 u ' 应变成 u 在平面欧氏 几何学 意义下的 

平行方向.这就是 关于可展曲面 or 的平行移动的定义. 

假如 O ' 不是可展曲面(例如球面)，则此方法无效,所以有必要 

进行 推广. 设 P 和，为 <7上的已知两点，其间有 (7 上的一条曲线 

_ 

T 相连结.这条曲线 r 的选择是任意的.在取定的曲线 T 上各点, 
我们作 o •的切平面，它们全体构成了单参数平面族,族的包络应是 
一个可展曲面，记为 OV 称为曲面 f 沿曲线 T 7 的包络 可展曲 
面. 对于 P 点的切方向 W ， 我们利用上述方法，就可在 P 点定义 
切方向 W % 使得关于 (7 r 在上述意义下为平行.自然，这样 
定义的平行移动概念与所选的曲线 T 有关.因此, W 和 I *'称为沿 

T 在 Levi-Civita 意又下的平行方向. 

上述的 t * 和都是单位向量，但这方法也同样适用于长为 
丑 的切向量 K 和这样,就定义了 P 处的任何切向量 fi 沿 cr 上 
的曲线 T 的平行移动(图 23). 

现在取尸的邻近点/ 设丑和 分别落在尸和/^的切平 
面灰和 W 上，而且它们在 Levi-Civito 意义下为 平行. 在一阶 


的 


• • • 



~J2 表示向量 i? 在平行移动 


以后所受到的变差 • 因为 W 在绕 W 与的交线 g 旋转而与 W 

重合时， ■«' 必定成为 H 的平行方向，所以，用 g 上的向量《表示该 
旋转时，根椐力学的简单原理， dJ? 必为《与 J2 的向量积，即 


dR — 


( 1 > 


x 


但是 p 的方向与 pp ' 方向相共轭，而丑又落在切平 面研上 ，所以 
dR 必与曲面法线方向 n 平行： 


dR H n, 

M 

即的三个分量与 n 的三个分: i； 成比例 

这就是无穷小平行移劫的条件.下面我们将导入一般的点坐 
标，借以表达向量形式的杂件 ( 2 ) 所对应的方程. 

为了方便起见，改记 


( 2 ) 


X^X 


， y 二戈 ， z 


，u = u , v 

^ ~9\z = 921^0 = g 2 2 f 


E = 


于是我们有 


2] 9 i ㈣ du k 

,it 

当参数值由 （W、《 2 ) 变为㈦+以 


ds 2 = 


+ 如 2 ) 时，设曲面的点坐 
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标由/变为/十心％ ( v =: l ，2,3). 若记 


(lu 


G = l ，2), 


K 


ds 


则我们有 


i , fc =1 


〜 W = l , 


两数称为方向参数. 

如果曲面 r 二 rb 1 ^ 2 ) 上切向 iffi 的艮为丑，它的方向参数 
为 AY , 则两数 


R l =RX l (i=l,2) 


d 


d 


便表示 fi 关于基向量 grr , 分解的分量，即 


R ^ y \^- R \ 

f^[ cU 

% 

另一方面，设 fisQ ^ X ^ X 3 ), 这里的 X-(v = l ,2,3) 是 R 在三 

个坐标轴/以 2 , a : 3 上的 分量. 然而曲面 r = Or 1 ， a : 2 , z 3 ) 的三个分 
量函数^& = 1,2,3)沿方向1?满足 


ds~ ^ 


dx v du l 

du^Ys 


S|r^ (v = 1,2,3) 

i -1 




所以我们得到 


(v=l,2,3) 

t = 1 

现在我们回过头来讨论无穷小平行移动条件 (2). 仍设 R 的 


X 


(3) 


分盘为 Hv = l ，2,3), 并设对应的方向为,则条件 (2) 可以 


改写为 


^ dX ^ dx v = 

v =1 


0, 


(4) 
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式中 <5表示任何切线方向.由于 


?x 








(5> 


所以我们又可进一步改写 （4) 为 


\dx 


V V ^ R J 

k=i v = i j=l \ 


Su k =0 




cU 


如果记 


vX 


1 V = 1 




(蚤=1， 2)， 


( 6 > 


则我们有 


^^ r h du k ~0 


(7> 


因为 du \ 6 u l 可取任意值，所以向量 R 沿方向 rf 的无穷小平 


行移动条件应当为 


= 0 (k = 1 , 2 ). 

下面我们来计算 r * 的值.根据 (6) 式, 

S ott 

^=1 V =1 V =1 j , ； ^1 


r 


( 8 ) 


9 2 x 


dX 


R j du l . (6') 


■ I 

* k ~ 


u k du J du l 


然而依照线素的定义应该有 


9 x v 9 x 


) ~iii i 9uJduk 

* - 1 j ^ k - i p =i 


ds 2 = 


^ duW 


因此成立 


** ■ ——， 

^— fdU k dx J 
^ 1 


= 9 kj 


我们从 


d 2 x v 

3u h c } U S c ll l 


9 / 9 x v dx v 

cM ^ VoW 4 ' cli 1 


d 2 X v dx v 

P _■ 

U k cU J du 1 ’ 


X 
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dx y 

du 1 ' 


dx v d 2 X 

9u k du j dU l du l \du k du j 


9 fdx v dx v 


首先写出 


dx^ 9 2 x 

du k du S du l 2 


) 


9 dx ¥ 9x ¥ 

d ^ Kd^diP 


dx v dx ^ 
du h du l 


1 


9 (dx v 9x y 

d^KdvJdiP 


由此得到 


匀為 ^¥ = y (^~ + ^~ 


9 ji 


(9) 


c u 


(9) 式右边称为第一类 Christoffel 记号，通常记作 

厂 i “ jt 或[凡办 ]• 


于是我们又可把 (6') 改写为 


x h = ^ t 9kjdR i -f FJi ， kR j du l (k — l 9 

i = 1 j r l-l 

为了用另外的形式表示 (8), 我们记 


( 6 ff ) 


且 


— 9 ik 在 I gal 中的代数余子 式 

^_I_^_ ■ _ ■ _ ■ _ _ • 


9ikl 


也就是 


^22 


9\2 


fff }2 =g 


I ffik I 


i^l ， 


\9ik\ 


9 ki 乘 (6") 的两侧，并关于 A : = 1,2 求和，则我们得到 


S 


g ki =dR^ rURW (i 


1，2) 




式中 
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ru = T^g ki r ilik 


k^l 


称为第二类 Christoffel 记号、厂。有时也写为 


总结上面的讨论我们得到向量 K 沿方向的无穷小平行移 


动的条件 


(* =1，2), 


T 




也就是 


2 


dRi + 2 r}tR J dn l =0 (*= 1 , 2 ) 


⑽ 


J t J ~ 1 


关于平行移动的重要性质我们在后面（ § 25) 还要详细讨论 


习 


L 证明 G. Frobenhis 关于 Gauss 曲率的公式 

B E u E 

Q G u G 


( E V ~F 


F 


2 ^A 


V A 


9u\ V A 


v 


货[里 A=EG_F\ 

2. 试从测地线三角形的 Gauss 定理导出下列 定理： 设曲面上有《条 

测地钱构成一个 n 边形，且 Z 戌， Z 小，…，为它的内角，则关于这 w 边 
形围成的曲面区域所作的积分 

JJ 咖 

3. 如果两曲面沿一曲线相切，则它们沿此曲线的测地曲率必相等. 

4* 证明：单位球面怎 2 +穿 2 十之1上曲线= (X ( S )， y ( 3) f Z ( s ) ) ^ 

测地曲率等于 


= + Z 山 + …— (n — 2)^t 


+ =(r,〆〆 )， 


Tg 


这里等表示 r ( S ) 关于弧长 S 的导数. 

5 .如果曲面上任何一个测地线三角形的角盈6 + + — 
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与它面积的比为定值，则该曲而的总曲率必为常值，且其逆亦真. 

6 . 以曲面上一点尸为中心作半径为 r 的测地圆.如果此测地圆的周长 

为则曲面在 P 点的总曲率 


3 2jit — L 




(J. Bertrand- V - Puiseux , 1848) 


7. 设上题中测地圆的面积为尸，证明 


12 Jtr 1 — F 




( Diguet ，1848) 

8 . 在半径为丑的球面上取一个小圆将 C 在其一点4的垂直切线沿 
C 平行移动一周回到 4. 设平行移动一周后的切线和原切线在3点的交角 

为少，且 C 所围成的球表面积为汉， 证明： < p = 8 ! R \ 

9. 将两切向量沿曲面上同一条曲线作平行移动，则它们的交角保持不 


10. 如果曲线的切线沿该曲线为平行移动，则此曲线必为测地线，且其 


逆亦真 


H . 设4、忍为曲面上一曲线厂的两邻近点，弧长 4 B = As . 如将4点的 
切线沿厂平行移动到 B 点时，与 B 点的切线构成的角设为 A 汰证明：厂在 
4 的测地曲率等于 




— = llm A ； 


V 


设0为曲面上围绕共上一点戶的微小封闭曲线，而且 f 
上一切向量沿 c 平行移动一周后所产生的全部角差，则当 C 收缩于 P 点时 


1 


表示曲面 




da 


lim=^ — =K(P) 


dS 


式中 frf / S 是 C 所围的曲面表面积，而 7 T ( P ) 

13. 设两曲面沿一条曲线相切，则当一系切向量沿此曲线关于一曲面为 
平行移动时，关于另一曲面也为平行移动， 

14*. 设 C 为球面上的一条简单封闭曲线，而且任何切向量沿 C 平行移 


则表示曲面在 P 的总曲率. 
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动一周后仍旧还原，吧 C 必乎分球而积，且其逆亦真. （Levi-Civita, 1933) 

15*. 试把上题结论向某种旋转面作推广 • 

16. 在曲面上沿微小测地线 AB = a 把微小测地线 AA 、: b 平行移动至 
万点，得到 BB \ 设，汉，则曲面在 Z 的总曲率艽为 


(Sbrana, 1934) 


a % 


a 




K ^ lim —, 




式中 S 表示平行四边形克43厂的面积， 

】7_设曲面上无势小测地线三角形3所7的三边为 fl , 6,c, 边 c 的对角 
为 C ，面积为苫，且曲面在 C 的总曲率为瓦，则 


—a 2 + 6 2 ^2«6oosf C — 




3 


(Darboux) 


24. 常总曲率的曲面与非欺几何学 


• Poincare 上半平面的表示 


总曲率瓦等于零的曲面是可展曲面，所以在它上面的几何学 
就是平面几 何学. 球面 是欠等 于正常数曲面的一个例子.如果想 
得到尤等于负常数，例如一 1的曲面,我们当然可以取一个半径等 
干 t’==v^I 的虚 球面. 但要构造一个负常数总曲率的实曲面，也 

并不困难.例如，在0, 7*) 平面上取*条曳物线 

z = h ( Intg 导 + c 


^<p ), r =Asiu 炉， 


其中& 为 常数，沪为 参数.我们以 <3 轴为旋转轴，作出这曲线的旋 
转面,则它的线素决定干第一基本量 

E — Ic 2 sin 2 cpyF =0 P G~k 2 ct^ 


9, 


从而根据§ 23_ 1得到 


K — 


k 2 


这 样作出的曲而与平面的交点都是奇点，也 就是说，曲茼 
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If 


在这种点的切平面无法确定.因而自然要问：能否构造一个负常 
总曲 率的实曲面， 使它处处正则？ D . Hilbert 对这问题作出了解 


答，就是 


定理任何负常总曲率的曲面至少有一个奇点. 

证明 从略. 读者可参考 W . Blasclike 著 《Vorlesungen iiber 

■ 

Differentialgeometrie 〉〉 的第一卷，第三版(1 9 30), 2 06页至209页. 

设一个曲面的总曲率尤=—为常数)，我们可把它的线 


素写为 


ds z =du 2 -\~k 2 e k dv % 


( 1 ) 


1 


由于这时丑 = G = ( ke k yf 


所以 


du 




K = 


如果我们用刼替换则 


ds z =k 2 e Zu {e~ 2 u du 2 


( 2 ) 


假如令 


(3) 


则曲面上的点 ( t », t 0 就与平面的点 Or , y ) 相对应 ，而且 
因为对于任何值 t * ，都有^>0,所以曲面上的点和上半乎面的点 

相对应，而且这个对应是保角的. 

在这个对应下，曲面上的曲线对应于上半平面的曲线.我们来 
研究一下曲面上的测地线在上半平面的象究竞如何. 

曲面上的测地线原来是变分问题 


(4) 
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的极值线（§21.1).对于所讨论的曲面，我们有 


(5) 


y 


这时，测地线的微分方程具有首次积分 

常数 


( 6 ) 


其实，一般关于积分 


的 Euler 方程 (§21. 1,公式 (4)) 是 


d 


㊉ 一&0 


如果0,它就可以改写为 


梦 " ， y'+Avy" 


也就是 


(罗^— = 


dx 


所以我们得到首次积分 


梦 一 常数 


在所讨论的问题 


VI +? 






，梦 x = 


于是代入后的结果便是 (6). 再积分，便得到 


O—Xo ) 2 + y 2 = 


2 


(7> 


式中的％与 a 都是常数. 

由此得知，所论曲面上測地线的象是在上半平面与 


抽直交 

的半® I . 换句话说,在上半平面里按对应 (3) 所得的曲面对应几何 
学中，上面所说的半圆应该是它的直线,所以称 为拟似直线. 

其次，我们必须阐明在这种平面几何学中应该如何定义两点 
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间的距离.为此先来证明下列定理 

记 2= a ：+ iy y i 2 ~ — 1，则变换 

az +夕 
_ _ _ 

yz + 6 

是曲面上的等长变换，也就是 


* 


( a ,^3, y,S 为实数， a (5—0 y > O ) 


( 8 ) 


Z 


- dy 2 h \/ dx ^ 2 + dy^ z 

— 办 


2 


ds ~ k 


* 


y 


y 


证明 根据 (8) 式,我们有 




* 


dz 


) dz \ 


\ dz ^\~ ( cc <5 — / S y ) y - 


I yz + d \ 29 
[(ax + ^) + iay 2 [( vx - j - d ) — i vv ~\ 

j V2 十 d| 


* _ 




2 


=i 昨 


♦ 


\yz + d \ 2 ’ 


所以成立 


I dz ^\ I dz I 


证毕 


♦ 


合并变换 （8) 及变换 


—x 9 y^=y f 


X 


(9) 


则其全体组成曲面的所有等长变换.换句话说，利用 （8) 及 （9), 可 

将上半平面的任何一个线素化为与之等长的另 一线素 

实际上，设 ％=*。+^。(妁>0)是上半平面中的任何一点先 


作变换 


* 


= ~( z ~ x o)f 


z 


( 10 ) 


yo 


它把 A 移到/点，并且 （10) 具有形式 (8) , 对应的 
y — 0,(5— y 0 都是实数， a <5~)5 y = y 0 >o 


= 1，0 = 

这样一来,对于上半平面 


X 0 f 


« 
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的两等长线素，只要施行形式 (8) 的变换，总可以使两端点合而为 

(即点丨）. ■ 

其次，对于同端点《两等长的线素，适当施行变换 (9) 干其 
中的一个线素后，常可假定由第一线素至第二线素的交角0满足 
关系于是对第一线素作变换 


■■ », 


2 + 


+ _ 


( 11 ) 


Z 


- (D 


2 


O 


CO 


由于这时 a=l ， j5=t 


,<5=1 都是实数，而且 必一 






2 CO 


Py = 1 + 1 


>0,所以 (11) 也是属于形式 (8) 的变换.在变换 


2 


(11) 之下，点 i 不动 


t + tg -^ 


2 


*_ 


z 


1 - “gy 

并且在丨点， dz ^ e ^ dz , 所以第一线素经过变换 (11) 之后，就合 
于第二线素. 

■ 

由此我们知道，上半平面的两个等长的线素经过形式 （8) 及 

(9) 的变换后，必可合而为一.这件事就说明了这两种变换组成上 

半平面里的所有等长变换. 

■ 

设曲面上两点的象是 A ，&(〜>0,&=1,2),则曲®上连接这 
两点的测地线弧长应当等于 


dx 2 +dy 


2 


( 12 ) 


Si2 = 


式中的积分是沿 A , Z 2 两点间的测地线进行的. 

然而测地线在上半平面的象是个半圆,它经过点 a , 灸, 并与 
轴直交（图 25). 设此半圆与 a : 轴的左交点为2。，右交点为〜，于 


Z 
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25 


是 Zo ， k 都是实数，且〜 一 2。>0, 所以变换 


*_ 2 0 —2 


(13) 


具有形式 (8). 弧长 (5) 在 (13) 之下是不变的.上述半圆经过这变 

换之后成为 By 稱，所以 


dy 

_ 


f 




(14) 


也躭是 


s x 2 ^h\n{ztztjztzt) $ 


(15) 


式中 （ ）表糸麻含四点的交比.由乎_上时点的茭比搿于一浹壶 

-换来说是不变式，所以我们得到两点 2l , &间的距离是 


Si t ^h\n{zxZ 2f z^). 


(16) 


绦上所述，在对应于所论曲面的上半平面几何学中，上半平面 

上任何两点 Z l 9 Z t 间的距离应由公式( I 6 )所决途.这个距离称为 
揪似距 M . 


2 . 非欧 几何学 

上面说的上半平面的几何学非常有趣.因为它的构造原来是 

_ 

负常总曲率曲面,亦即拟球的一种表示，麻以必与欧氏几何学大相 

逵庭. 例如，三条払似直线如构成一个三角形，則其内角和小于 

n . 这是因为上半平而的点与曲面上的点成保角对瘅，而根 
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据 Gauss 定理 （§23.3), 拟球上测地线三角形的内角和确实 /Jv 


于 ^ 


另外，根据拟似距离的定义( I 6 )容易知道，上半平面中任何一 
点到$轴上任何一点之间的拟似距离为无限大.所以 ar 轴具备仿 

射平面无限远直线的性质. 

在这个几何学中,除平行线公理外,所有欧氏几何学的公理都 

- 成立. 例如，两点决定一直线,而且仅决定一条直线，等等.至于平 

行线公理，则应改为下列 形式： 

从一条私似直线外的一点尸， 可作丨 的两条平行鉍 似哀钱 


从上图我们容易看出，经过户点可作无限条拟似直线，使它们与给 

定的拟似直线既不相交，又不 平行. 十九世纪初，青年人 Bolyai , 
JIodaHeBCKHfi , 还有 Gauss 独立地建立了 非欧几何学， 它的内容 

与我们所讨论的上半平面几何学完全 相同. 这门几何学也可看为 
非欧几何学在欧氏平面上的一种表示，即 Poincard 表示. 

综合以上的事实,我们立即得出下列的 结论： 在拟球上,即在 


总曲率为 一 p ■的曲面上，将测地线看为直线、从而建成的几何学, 


其结果与 Bolyai 及 JIodaqeBCKHfl 的非欧几何学有同一性质 


这 


就是 Beltrami 在1868年所发现的解释 


我们也可以对上述的 Poincare 表示施行反演的方法来推出 

非欧几何学在欧氏平两上的表示.在半径为1的定圆内部与它、 





第二章 

直交的圆弧，称为拟似直线.定圆的直径是直交圆弧的极限情形, 
也是拟似直线.经过圆内的任何两点尸， G 可作一条拟似直线，而 

且仅能作一条.这条拟似直线与定圆直交于两个端点叉， r . 我们 
用 (PQ f XY) 表示仏 X , r 的交比,并把 

k\n(PQ f XY) 

定义为户、 G 两点间的拟似距离.至于两拟似直线间的交角，则完 
全依照欧氏几何学的同一方法进行定义. 

_ 

凡使定圆变到本身且使定圆内部的点互相变更的圆变换，一 

定能使圆内的任何一点移到圆内的任何一点，而且不改变拟似距 

离及角度，所以把定圆的中心0看为任意点，这对我们的讨论来 

说并不失一般性.现设一条任意的拟似直线的两个端点为 x ， y , 

则这两点就相当于无限远点，而 ox , or 两连线便是经过且与 
拟似直线 xr 平行的两条拟似直线. 

定圆在两点叉， I "的切线相交于点 I ,设连线与拟似直 
线相交于点 I ，并把它与定圆的两个交点中与见较近的一点 

记为尸 ，较远的记为々(图 27), 则 

MX 2 +0X 2 = (NO+'MN) 

_ 

^IfN 2 十涵 2 i 2UN - NO, 
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( 1 ) 


0 


o 


所以 


N 


OX 2 -^2MN*NO 


X 


Y 


然而 


OX=l f MX^ tg ZXOi*/ 

如果记 《= ZXOM, 从此便有 

爹 

l - ON 2 

x ^~wr 

现 在我们假定 o 与 W 两点间的拟似距离为 3 


27 


2\ m-° N 
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1+0 N 

«_ _ - - 

l - ON f 


d — A?ln ( ON ， PQ ^ = k\n 


也就是 


s 


1±0 N 
1~0 N 


k 


t= e 


由此解得 


S 


k 


i 


e 




on ^- 6 


k 


十 1 


e 


所以我们有 


<5 


0 N ^th^ 


( 2 > 


2k 


并且 


2 


2 


. —— r = sh 芩 


ct 




ON 1 ~0 N 


6 


d 


k 


cth ^~ th i 


从点 O 所作的拟似直线 xr 的垂直拟似直线就是 乙 XON 歲 

ZiVOK 称为对应于两点0、 A 间拟 似距离 <5 的平行角；如果用, 

^ 05) 表示这个角，则 


<5 


ctga= ctg jr(d) = sh-— , 


k 


于是我们就得到下列的关系式 


6 


7t(d) — e^ # 

这就是非欧儿何学中关于平行角的 JIo 6 aqeBCKHft 定理 

如果我们想导出非欧几何学的三角公式，就必须考察由三条 

拟似直线所构成的三角形如前所述，我们可以特别地选取 
定圆的中心为 C , 也不失一般性. 

设1，皮为两点 B 关于定圆的反演点(图 2 8) ，则必 


Ct 


(3> 




2 
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在拟似直线的圆外延长部分上，这件事可由如下的事实 推出: 
经过两反演对应点的任何圆必定与反演圆直交. 设财为 两直线 


/仗，"^的交点，于是 


CL4.04' =1, CB- CB ， =1, 


且 


AA r : BB f — MA f ： MB r — sin sin B 


中的与 Z 5 分别为拟似直线三角形 ABC 的两内角 

现在设的拟似距离为 b f0f \M 

， W= th 羔， 


CA= th^- 


2 & 


2k 


所以 


2 


AA 9 




CA 


sh ^ 


BB f —^=^—(75= 


CB 




k 


于是 


28 


sh — 


sh-f 

k 


k 


sin A sinB 


进样我们就得到拟似直线三角形的边与角之间应该成立的关 


系式 




sh 冬 

k 


IL 


in 


s 


h 


( 4 ) 


A 


BinC 


: fTil 


sin 


又因为 


CB^ ^ sin ZA f AB r 

WA^ sinZCB^ 


CB % inZBB 9 A 9 

~cT = 7inZB f A f A 


$ 
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CB^ = sinZA f AB^sin ZB f A f A 

CF = sin ZJOW A^\u ZBB 7 ^ 


a 


故 


= cth 2 —' 


2k 


又因为 


ZA + ZB-hZC^jt-2ZCWA, 

Z ^- Z 5 + ZC = ^-2 Z 5 , J 4 U , 

~ Z.A + ZB^ZC = jt ~2 ZBB t A f $ 

A~hZB-ZC = jt-2ZA / AB f , 


所以 


A + B-C A-B + C 


cos 


cos 


2 


2 


cth 2 三 = 


2 k 


^±^±^ co.~ AJrB + 0 


COS 


_ cos4+ cos(B — C) 


cosZ 」: cos (B -j- C)^ 


也就是 


cosyl + cos^cosC 


= ch 2 i + sh t ch + 


sinB sin<7 


cos .4 + cosBcosC= sin J5sin^7ch-?- 


(5) 


k 


用同样的方法我们可得到 

, a ,b , c 

cn~= cn~ch— 

k k k 

这些都是非欧儿何学的三角公式 


一 sh^sh^-cf)Si4 

k h 


( 6 ) 


习 


如果曲面上存在两系相交于定角的测地线，則此曲面必为可展曲面 


(Liouville) 


设及尸分别为一个微小测地线三角形的内角、对边、 
酌总曲率及面积，则比值 


2 . 


顶点 
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F 




12 


sin 0 * 


(Gauss) 


与 i ( = 1 ， 2, 3) 的値无关， 

3 . 设正常数曲率的曲面线素为 


U 


ds z = ^rR z s{n 2 ~dv l , 


E 


并址一个测地线三角肜的三边及三顶角分别为 c 及 
明下列三角 公式： 


sxn^- Sint 


a 


c 


B 


li 


R 


sin ^4 sin B sin C 


b 


+ sin sin cos C 9 

R R 
^ sincos (7, 


c 


a 


cos—= cos-^ros 




H 


R R 


b 


c 


a 


B = 


rj 


m—cos 


sin—cos- — cos 


R 


并由此导出 


cog (jt — J) = cos-BeosC? — sin B sin C cos — 


R 


在经过曲面上正常点 p 的一条渐近曲线上任取两个邻近点 /}, 艮 
过丑，改点沿其他的三个渐近方向作三条 切线.当及 ，厶时，这三条切 

线所决定的织面的极限，称为 Lie 织面. 证明： 

r Lie 织面与所取的渐近曲线无关 •换 句话说，如果我们取的是过 p 的 
另一条渐近曲线并进行同样的作图，则所得的织面仍旧是同一个 L ie 织面 • 

如果曲面在 尸的法 线通过同〜点 Lie 织面的中心，则曲面的总曲率 
咒必为常数,且其逆亦真. 

I 

如果一个旋转面是拟球，即尤=—去的曲面，则它的子午线必为曳物 
线.（提示：设一个旋转面的子午线在一点 P 的曲率为丄 
法线与轴相交于#，记 PN ^ n , 则左=丄 


4* 


0 


2 


5. 


且过尸的曲面 


r 


) 


rn 
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_ 


25. 绝对微分学 


1. 简史 


9 uc = ffki 是《 个变数 M 1 ，?/ 2 , …， w n 的函数 = 2, 


»)，贝 y 




称为二次撖分形式.研究有关这形式变换理论的学科称为绝对微 
分学.最早研究这理论的是 Christoffel(3869), 后来继续研究的 

是意大利学者 G. Ricci-Curbastro 和他的学生 T. Levi-Civita. 

他们两人曾接受 F . Klein 的邀请，把他们历年研究的内容在数 
学杂志 «Mathematischc Annalen 》 的第五十四卷 （1901) 上作 

了综合 报告. 但是由于内容枯燥，计算烦杂,结果在一段时间内并 
没有引起世界上其他学者的兴趣.后来, A . Einstein (1915) 在写 

广义相对论时得到瑞士学者 Grossriiann 的帮助，用的竟然就是默 

▲ 

默无闻地沉寂了数十年的绝对微分方法. Einstein 在他的论文 

Zur Allgemeinen Relativitatstheorie (发表于 Sitzungsber 
Preuss. Akad. Wiss. ， 1915) 中曾说过 ：“今 天才刚刚看到 Gauss, 

Riemann, Christoff el, Ricci 等人所建立的一般微分学方法的真 

正胜利”.当时人们并不体会这话的深刻含意,如今它对于微分几 
学任何部分内容的叙述已经成了不可缺的工具了. 

绝对微分学又称为 张最计 算法或 Ricci 微分学， 用以纪念 
Ricci 的功绩. Einstein 为了省略求和符号 2 作出如下规定 :凡是 

表达式中的上下指标相同时，就意味着关于这个指标从1 
和.于是上述的二次微分形式按这种规定就可写为 


der 


求 


gikd^du^, 


根据规定，式中的指标 i 和&都是从〗到 n 的求和指标. 


指标 * 
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或 & 仅仅用来表示求和，并没有其他特殊含意，通称为 哑数. 我 Cf 

尽可以把它们更改用其他字母代替，例如把改写为等等， 
这时上列的二次微分形式也就有形式 


g du k = g rs du r du 


等等.应当注意的是，在同一式中不能用同一个哑数表示多于一 

次的求和，免得引起计算混杂，以致求和符号省略的规定丧失意 

义.如果有必要将一个总和中的某一项，例如上述二次 形式中 
t = R， s = S 的一项取出，这时必须声明 


g R sdu R du 


关于12,这不求和.自然我们也可 规定： 当指标用大写字母时，即 

.使有上下指标相同，也不表示求和.下文中，对此不再作说明. 

特别地，当 

財， 9 i ^ du ( du k = Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 表示一个曲面的钱素 




张量 


垛«*>«% •••，《"%»个独立 变数. 为了方便起见，把这 n 个數 
駔成的数组看作 W 维空间 x „ 中的一点，并把这 JJ 个数称为这点 

的曲线坐标，或简称为坐标，记为( V ).括号内的 *• 并非只表示第 
<个坐标，而是表示由《个数组成的坐标 < y , a 2 , …， 《 B ). .假如点 
的坐标(《0受到一般的坐标变换 


_ rz2 






或简单地记为 




( 1 ) 


则 ( S # ) 称为同一点的新坐标或变后坐标，而称原来的(《0为旧坐 
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标或变前坐榇 


如果我 们希望 保持新 坐标的独立性，常要求变换 (1) 的 函数行 


列式 


9( u ] 




J -~- 


7^0 


W 2 , …〆) 


以下如无特殊声明，总是假定 (2) 式成立. 

当坐标(》0经变换 ( 1 ) 而化 成⑼) 时, 




(3) 


省略和号后便是 


A/n} — S3—/fn k 

~du k 9 


(3 f ) 


也就是说，微分(如^应经受线性变换 (3'), 线性变换的系数行列 


式为 J 


设 O 71 ，”， …， 7”为任何一组数，而且当坐标(《0经受一般变 
« Hi ) 时，它与伐屮}经受间样的线性变换，即 


式中的 A 仍然是哑数.这组 { P } 称为反变向量或_ 阶反变 张置的 
分暈.今后均用上指标来记它的分量. 

设{^，灰 2 , …， 硏《}为任何一组数,且满足下列 条件： 对于任 
何的反变向量 F % 


(4) 


^WiV^WiV* 

i =1 

是在任何坐标变换下的不变量，则 { W ,} 称为 共变向最或一阶共变 
张量的 分量. 今后均用下指标来记它的分量. 

根据定义,经坐标变换 (1) 之后 
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u 


WiV^W 


cU 


对任何反变向量成立，所以 


du 


Wi ( 及 =1 ， 2,… ， n). 


W k = 


( 5 ) 


cm 


这就是共变向量的分量在坐标变换下的变换式. 

例如，{如 5 是一个反变向量的分量.又如，取 ( mO 的任何一 

个偏导数全体便构成 


个可微函数 F ( w l , M 2 , …， V )，则它的 n 


一个共变向量，这是因为 


dF = i^du i ^Mrdu i 


du 


du 


下面我们再 来举一 个例子_ 

设 


(i ， k， 1 = 1 ， 2, …， 71) 是71 3 个函数， 而且对任 何向量 
{户}， {Q k }, {屯} 及任何坐标 变换， 

Ay k l P i Q k R l 

是不变式，则欠：^称为一个三阶张量的分量，而且关于 i 及 A ; 为共 

\ 

变，关于 Z 为反变 

这个张量的变换规律并不难求,我们叙述如下. 

设 把 分别是 AU *, 户的变后分量，则 

万；；* 声 ㈣ 


然而根据 ( 4 ) 及 ( 5 ) 式 , 


pr=pid ^ 


du 




Q S =Q 


倉， 




m 


所以对所有向量 PUQ \ Ri 必成立 




A 


于是所求的变换式是 
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du 


du T du 

du { dU 


⑻ 




— ^4 1 


oU 


为了整齐起见，我们可把 (6) 改写为另一种形式. 
先关于^微分 （1) 的两侧， 


cti 4 du k 

■ ■ ■■■ • — i — — 

2 u r du k du r ' 


du 


(7> 


左端的值根据 r 与 i 的相同与否分别为1或0 _如果我们引入下 


列的 Kronecker 记号 


W 二 


0 ^ % 7 * , 


(7) 式可改写为 


du { du k 

du k du T 


( 7 f y 


这时由 （6) 式我们得到 


t 2u r du { du 3 du k 

9u k du q 

= A ； l l d r P di=A；； 1 , 


aU cU 


也就是 


du 


cU m c U 


A ； l l =A ]； 


( 8 ) 


du r du s cU 


一般的 m 阶张量的定义及其变换规律，可仿照上述3阶张量 


进行类推 


为了以后要用，下面我们列举有关张量的一些定理. 

I - 加法两个同类型张量的和也是一个张量，而且属于同一 


类型.例如, 


An l + B \; l = cy k l 


(9) 


其实，根据与 B \ l l 都是关于 M 为共变，关于£为反变 
的三阶张量这一假定,我们 知道: 对于任何的向量 R t 及任 
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何变换， 




都是不变量,于是它们的和 


(Ar k l +B ：； l )P i Q k R l ^Cy k l P i Q k R l 

也是不变量，即 C ：； 1 为同类型的张量. 

II . 乘法已知任何两个向 量或张量时， 将第一个张量的分 
量与第二个张量的分量相乘 ，其全体就 构成一个新的张量.例如, 


* t 一 /Tf * * • * I 

« i k r s 




( 10 ) 


因为对任何向量 P ^ Q \ U % V % W t 以及任何的坐标变换 

% V T V 8 W, 


W , 


都是不变量,所以它们的乘积 




自然也是不变量 


III 




对一个阶数不小于2且具有上下指标的已知的 
张悬，将它的一个上指标与一个下指标用同一个字母表示,并按规 

定关于这指标从 1袭1 »求和，这样我们就得到一个新张量,它的阶 
数比原来的少 2. 


例如，从出发，我们可得 


C \ 


— rt 
一 


(li) 


证明从任何阶数不少于2的已知张量出发，总可作一个二 
阶张量与之对应，例如，由 CH ;;* 我们可以作 




如果能证明是不变量，则 




对于任何向量户，公％ ir 并在任何坐标变换下均为不变量,从而可 
以断定 ( id 式为张量. 

为达到这个目的，取两个张量及 Bf ,, 并作积 
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A^BU 

因为在坐标变换下 与 P s Q t 经受着同一个变换，所以 AVBU 

与 A :/ PV t 都是不变式. 

Kronecker 记号^是个张量，这是由于 

为不变量.如果我们用^替换就能知道 


-4 ^< 5 ? =A 


是不变量，这便是想要证明的事实. 


3. 测地线的撖分方程 

上段的内容纯粹是张量的代数学.为了能研究微分理论，我 
们在空间中导入一个二阶共变张量 

的函数，并假定力*是对称的，即•当由〜所组 
成的矩阵是正定时，我们定义空间两邻近点之间 

的距离平方为 


这里的 9 N * 皆为 M 1 ， 


ik$ 


，…, 


ds 2 = g ik du l du k f 


( 1 ) 


- 式中，假定 b 所成的行列式夕不等于零，即 


9 三 \9ik\^0. 

这时所讨论的空间具备了一个确定的测度或度规，我们称它为黎 
曼空间, 以后记作 /?„. 

对任何一个反变向量定义 

p *~9uy h 

为张置 0^} 的共变坐标 (或分 置). 从假设 (2) 与 (3) 我们可得到 


( 2 ) 


(3) 




(4) 


-式中的 9 ik = g kt 满足下列关系 


9ikff 


( 5 ) 


设 v ⑴为札中一条曲线的参数表示,则它的弧长应当是 
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i — dV 


( 6 ) 




Wdt, 


S — 


ku a ， 


dt 


为了决定曲线弧长的第一变分，给 v —个小扰动 


二 w* + ef / 1 + e 2 ( …）, 


式中 




W 


(7> 


de 


是任取的一个反变向量 (变动张 童).于是所求的第一变分是 


YtLrm^) 


ds = 


dt 


假定所有的扰动曲线与原曲线…以）具相同的起终点，从 
而 w 在各端点取 零值. 经过对上式右边第二项的部分积分，我们 


得到 


由于 w 是任意的,并且如与参数 < y ) 的选择无关，所以我们 


ds = 


( 8 ) 


知道 


d 9W dW 




dt 3m i 


是共变向量，称为 Euler 向置 


以下记 




L = 


( 10 ) 




2 


2 


并把 (9) 改写为 


d / 1 9L\ 1 dL 

W 97/ ~W ^ 

' 如果采用曲线的弧长 s 作为参数则 = 于是 

V K3L\ dL 

Vi ~ Ts \ d ^ r ^ 


dt 
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根据 (10) 式容易求得 


dL 


3L 1 dQik • i 

w —, ,1 _ - mM 

du r ~ 2 du r 


da 


d (2 L \ 

ds \ da T ) 




=g 


于是 




^ ^9ik • i 

2^ iF 1 

— Q 11^ A- i I ^Srk ^ffik 

~ 9riU + ~2\dvF^~dvr-~w 


i * Jfc 


( 11 ) 


a a 


如果导入简略记号 


1 /^.ri , dg Tk dg t 

2 \du 


( 12 ) 


ik，T ― 


9u l 9u 


便可改写 （11) 为 


y r — Qri^ ikyrtt % (i k * 

并且利用分”把 F , 的指标升高,使成为 P = iT z F r , 结果是 

F ^ a '+ rj ^ v , 


(13) 


(14) 


式中 


厂 


(15) 


所讨论的变分问题如二0的微分方程是 

_ 

F 产0或 V l = 0, 




⑽ 


我们称满足这方程的极值曲线为黎曼空间札的测 地线. 

必须指出，厂…-与厂! * 都不是张量，它们就是我们已在 
§ 23. 6 中介绍过的第一类和第二类 Christoffel 记号，有时也把 
$们记为 


厂 [Qj ]， 


ik 
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注意： 如果用来提髙一个张量2^的某一个下指标时,所 

得的两个张量与是不同的， 

■ 

T) k = g rk T irf 




只有当 T ik ^ T ki 时才有7^ = ^,也只有在这时把它们都写成 

才不至于产生混淆.我们之所以在指标的上下加点，就是为 
了在一般情形下避免产生混淆.对于一般的髙阶张量情况更是 


如此 


Levi-Civita 的平行移动 


共变微分的方法最早是由 Christoffel (1869) 发现的.我们 
利用 Levi - Civita 在1917年导入的平行移动的概念来解释共变 


微分 


设尤 为一个共变向量,为空间中的曲线，则沿曲 
线是不变量 • 现把取成是过 ( W ) 点且沿方向 ( W ) 前进的测 
地线，且为曲线弧长 • 我们来计算 •沿这 条测地线的 


导数 


由本节3段的公式 (16) 可得 


d 


©■- 叫 


— (Xia *) = 


(1> 


" 0^0 


ds 


令 


上式左边是坐标变换的不变量，而右侧的 w 又是任意的，所以 


dx , 


x ih = 


rux, 


( 2 ) 


cU 


必定是一个二阶的共变张量. 

从这个张量出发容易确定一个沿一般曲线定义的向量 


Vi=X ik a k 9 


(3> 


式中 
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du 


⑷ 


dt 


表示曲线 = (A = l ，2, …， n ) 的切向量.根据 (2) 改写 （3) 


为 


厂 = ^^^ 一厂 lkXia k 9 


栽是 


du k 


dX, 


rhx 


(5) 


Vi = 


由此可见,当向量叉 〆 ^)沿曲线 v ( o 的各点为已知时，我们 
总可由 (5) 式决定它所对应的共变向量 Viit ), 

如果由此导出的向量 vxt ) 为零向量，则原来的一系向量 
必具有特殊性质.我们称这系尚量 x ,( t ) 沿所讨论的曲线 
是平行的.换句话说， 

如果向量 X f ( f ) 沿曲我所导来的南眚 Vi ( t ) 都是零向 


量，印 


dX { 


d 






( 6 ) 


向量称为沿曲线 v ( f ) 的平行向釐. 

这个定义是与 参数/ 的选择无关的，也就是说，这定义具#内 


在意义 


平行向量的定义式 (6) 是关于的线性常微分方程组，所以 
在一条已知曲线的任何定点《力。)任意作一向量 Z ?, 总能 
唯一决定 (6) 的解 XM , 使得 x i ( h ')= xl 如此所得的各向量 
叉*(0称为原向量: X ：?沿 曲线沪 (《) 平行移动时 所得的向皇.这 
个性质与普通的平行移动非常相似. 

Levi - Civita 的平行移动有不少重要的性质，我们列举如下 : 

(0 平行移动与坐标系统的选择无关. 
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方程组 (6) 表示一个共变向量的分量为零.假如把坐标 （ M ) 
改为 (#), 则 


(A = l ,2, …, n ). 


然而 


V k = 0, 


J — 


7^0, 


d { u \ u 2 9 


所以仍旧有 


Vi = 0 (i = l ， 2, ."，《)• 

( II ) 如两向量 X ; 与 K 沿同一曲线作平行移动,则它们的 
数量轵广 H 沿此曲线必为常数，即 


d 




(7) 


LTJ 


证明由 (6) 可得 


石 (fXA) Afr ， ? 心 1 +〆 ％ 厂…， 

因为第二项与第三项中的 ij ，? w 都是哑数，所以可适当更改，把 
它们分别写为 


mk 尸 i y V * I 
^ Tnl^^ i* Jfcrf , 




于是 


d 


^+9 mk rit+9 im r k ml )x i Y k u\ 






dt 


m 


另一方面,如果我们关于 v 微分 


= ^T9 


ST 


便得到 


d 




m 


在上式两端乘 〆 f 并关于 r 求和,则得 
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口 V 丄 n^nSk ^9 sr — f\ 

^ dvT +9 9 


d 


d 


m 


再根据本节 3 段的 （12) 式, 




^^ is , r + r t 

u 


T3S9 


由此可得 




cU 


如果把上式右边第一项中的 S 改为 m , 第二项中的 r 也改为 m , 结 


合前面的式子，我们就得到 


dg ik 


■^ ria + g 冰 r k ml =o 


( 8 ') 


由此自然可以推出 （7) 式 


证毕 


(7) 式可改写如下 


d 


(X%)=0, 




dt 


dX l 


Y i + X i n l Y m u l = 0 f 




dt 


( 


dX i 


+ PhX k a l )y, = 0 


dt 


曲于厂 是沿曲线 V (/) 的任何平行移动的向量，所以 


dX i 


+ ri cl X k a l = 0 




dt 


因此，我们便得到以下两组等价的平行移动的公式: 


dX i 


厂在 vkAu 1 

1 klX JP 


dt 


(9) 


dX { 


i v du 兔 

1 ki ^ i^rr 


dt 


dt 


( IH ) 欧氏空间中的 Levi - Civita 平行移动与普通的平行移 
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动-致 


我们可在欧氏空间中取平行坐标(《0,这时它线素的表示式 

= 中穿 ifc 都是常数.所以一切的 Christoffel 记号厂 

全等于零，于是 (9) 化为 


dX f 


= 0,即 P = 常数 


dt 


( IV )如果一条曲线的切向量沿曲线本身平行移动，則此曲我 

必为測 地残， 且其逆亦真. 

这事实是 (9) 式与本节3段中公式 (16) 合用的结果. 


Christoffel 的共变微分 


设尸 a 为二阶共变张量，则便是不变式.当 x 1 , r f 
两 向量沿&的方向平行移动时，这个不变式的导数等于 




X l Y k a l 


(1) 




所以 


^9P ik 


P 


* _ p r^m z> 


( 2 > 


m 


是一个三阶共变张量，我们称它为关于 v 的共变 导数， 记为 


^ %kyl* 


类似地，从 


d 


dP ik 






(3) 


dt 


du l 


可知 


9 P ik 






( 4 ) 


m 


是三阶张量，关于 f , a 为反变，关于 z 则为共变•若记 


pik 


P 1 
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则它就是一个三阶纯反变的张量. p 1 \ i 称为关于 w 的共变 


B 


依照上段3的结果 ， f 对于两个向量 Y 

的平行移动来说是不变量，由此可知 


( 6 ) 


9ik，l ― 


这个结果称为 Ricci 引理 


上述运算也适用于任何阶数的张量，从而求出它的共变导数 


例如,对于共变向量 X ;, 


dXi 


X i9k — X ik ^ 


9u 


这与上段3的公式(2>—致. 

对于一个三阶张量决《，则有 




』 ■ ■■ ■ 


-r^A mkl -n T A iml -r%A ikm . ( 7 ) 


du 


其它的张量都依此类似地定义它们的共变导数. 

共变微分的计算法则与普通微分相似,例如 


记 何，贝 ij 


X Pq , r + Y pq ^Z 


( 8 ) 


PQfT 


记 ^ ik^pq~ Z ikP q f PJlJ 


Xijp^rYpg -T XifpYpq 9T = ^ihpqft 


(9) 


记 F r = XUJ 




F 


( 10 ) 


tffS 


记 z=x 

Z r=^ = ^ u,s 9*sY ik +X ik Y ik>r = X ik>r Y ik +X ik Y ilttrm ( 11 ) 
式中必须注意的是 


ik^r 


则 


ik ^ 


X , 


= X pq ， s g ip g kq g s ” 


它的正确性来自 Ricci 引理，即 
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^ %IC 9 T~ (^ Pq 9ip9kq) >r — X Pq ， 9 Q TS Q ： 


换句话说，张量的上指标可利 in 9^ 下降，它的下指标也可利用 
9 ik 上升，而且在共变微分中与的地位与常数在普通微分 
中的地位相当，当它作为因子时也可以自由出入于共变微分记号 
中，例如 g ir P\l—Pr,l> 

在§ 20. 2, 3中关于已知二次微分形式所作的 Beltrami 第一 

阶与第二阶微分参数，现在可改写为简洁的形式.设所参考的二 
次形式是 




则第一阶微分参数是 


y(<Pft)=9 ik <Pii> 


( 12 ) 


式中 


^ dtp 

史‘力 ， 


3 垆 


oU 




因为 〆 *是反变的二阶张 H ， 且9^， t 则都是共变向量，所以 
V (< P ， f ) 必定是一个不变量. 

这时,第二阶微分参数则为 

^9> = 9 ik <Pikp 


(13) 


式中 


9 } iJt = 9 ：) Ari — 


证明根据行列式微分公式以及本节第4段公式 (8) 

31 nV a 


1 1 
2 g du 


gjk ^9 ik 

if _ 


du 


du 


厂 ri , k +^ rk , i ) =9 ik r r i 




9 k 


2 


所以我们根据 § 20. 3 改写如下（已省略和号) 
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d 2 <p 


{ y ~9 9 rS( Ps ) 


d 


( V 7 f ) 


<pi 


~ = 77 ^ r 


rs 


=9 


9u r 3u 


〜/夕 5 m 


但是 






3 2 <p 


m 




du ^ U ^ 


因而 


d]nVJ ^ 


A<p-=g rs <p rs {-]g r6 T^ s + g 


9u 


再按照本节第 4 段公式 (8')， 




— _ (9 Sl F TS-^9 rP ^ rp} 


9u 


于是 


Tt 


厂“ 


rs 


du 


2 u 


厂；，+穿"厂 厂 ^+ m )= o _ 


rs 


因此即得 (13) 式. 

从9^，？^的张量性质我们容易知道 A 炉是不变量 


证毕 


6. Riemann 的曲率张置 


在黎曼空间中，设，是点的函数，即 F = …, tO , 贝 


3 F 


广二 


du 


； 2 F 


F 以= 


—厂 ， 


~ 9 uW 


所以关于下指标对称. 

这个性质与普通函数的二阶导数相 类似. 但这个性质对三阶 
以上的共变导数并不成立.以三阶为例，这时 
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9F 


— F^rF mk — Pl l r^ imf 


ik 


F 


ikr — ' 


du r 


f 9 S F 

^ - - - ■ 

ov } oU k dU 


— 厂厂 — 厂？ j^F 


Fur 


l 


dr 




ik 


19 


du 


式中 { } 的部分关于 Hr 是对称的. 

由此我们得到 


^imvk ^ 1 ^ 1 1 = 丑！ • rfc^ 1 1 $ 


^ ikr~P 


( 1 > 




irk 


其中 


- dPir ~ + n r PL 一厂？ * 厂 “ .(2) 


ml 


i -r* 一 


imrk — 


A : 




d 


/ 


是一个四阶共变张量，它完全决定于 

Riemann 的曲率张3^ 

从 (2) 式我们可以推出^ 


这个张量称为 


imrk 


ik 


» 


3 厂 


dF 


irym 


ikf 


+ 厂 厂 厂 itftPm 


⑻ 


imrk ~ 


〜 -Jt 


2 


m 




o 


其实，我们按定义便有 

= 9ml9 lS R 


imrk 


isrk 


%^+ r $ irri ,~ n k ri r 


ml 


dU k 




dr \ 


ik 


+ 厂厂 skym — r iS i k F sr9m 


9 


du 


^d{g mi r\ T ) d{g ml r\ k ) 


+ 厂 If 厂 sjeym 


一厂 1* 厂 sr9 




du k 


dU 


_L 尸 i ^9ml — 7^ i ^9ml 

+1 1 iT ^ u ^ 


du 


dr 


irym 


it 


^+ r k ^ ru - Prs^ru 


k 


du 


d 
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+厂 \ k (厂 rm，i + 厂 rl^m ) — 厂 U 厂 km，l + 厂 JtZ ， m) 
d 厂 , 


9厂 iJt，m 


+ 厂 ik ， sF^m — F ir，sF 


i rfm 


k m * 


k 


O 1 


cU 


如果我们作不变量 


i k^fHT 


S =— —— Ri 


(4) 


k 9 


2 


那么在二维空间 0=2) 中，汉便表示二次微分形式的 Gauss 曲率 

(证明可参照下一节§ 26-3). 

从 (3) 式容易知道关于后两指标 r , A 是反称的，即 

imrk ~ 一及 




(5) ⑻ 


imkr 


又根据公式 


^9 


ik 


—厂 ri ， fc + 厂 rfc ， i ， 


9 u 


r 


我们容 易证明 R imTk 笑于前 两指标 i ， m 也是反称的，即 

此外，还 成立下 面的两个恒 等式： 

& 

丑 imJtr+ 况 Arrm+ ^irmk 

Rimkr = R 


h 


R , 


(5)(6) 


mirk 


(5)(c) 

⑸⑷ 


krim 


证明 我们把 (3) 改写为 

=1 - {^mr 3 2 9km 丄 d 2 g 

+ (厂 ik，s 厂 mr，p ~ 厂 i”s 厂 § PS p 

并将类似的式子代入⑷的左端和⑷的两端，即可断‘定其成立. 

我们还可以从 ( a ), (6), ⑷导出⑷，这个事实最初是 g . Ricci 
指出的.为此只要写出 ( c ) 以及 ( c ) 的第一项指标分别为 mkri ; 

的三个对应等式，先把这四个等式边边相加，然后再 
利用 （ a ), (&)， （ c ) 化简，则即可求出（幻. 

根椐 (5), 我们还可把 （1) 改写为 


3 2 9 ir 

3 u m 3 u 


R , 


ik 


k 


m 


(3，） 


kri 
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( r > 


p _ pm 17 

^ ikr~ p irk * ikr 11 m 


在二维空间中成立关系式 


(4，) 


== (•&i rffmk — Q ikQvtn) ^ 

现在我们来计算 Riemann 曲率张 董的独 立分量个数.般 

来说，一个四阶张量应有个分量.但是由于 Riemann 曲率!^ 

要满足上述的这些恒等式，所以它的独立分贷个数必须减少.我 

们把它的分量分成三类，然后分别算出各类中独立的个数. 

( 1 ) 仅有两个不同指标的分量.这类分 m 必定具有 Rijn 

形式，因为指标的其他可能排列或可化为这形武,或者等于零.这 

时只有每对不同的指标才能表示这一类中的一个分量，所以 
它们的总数等于 


R 


n(n~l) 


2 


(2) 仅有二个不同指标的分量.这类分量必定具有丑的 
形式，指标的其他排列或可化为这种形式，或者等于零.但要注念 
的是已知三个不同的指标 i ， 义 A 时，可以得到三个属同一类型的 

又因为从》个指标中取三个的组介数 


分量， p 沿孖 uih , 丑 Mji，a 


hihj 


为— l)(n —2), 所以这类分量的总数等于 


1 ) (jl 一 2 ) 


2 


(3) 具有四个不同指标的 分量. 对于四个均不相同的每一组 
指标我们可写出三个分量 

Rijhk，R 


R 


ihkj ， 


ikjhf 


指标的其他排列都可化成它们中的某一个.但是根据 (5)( c ), 这 

三 个分擾 并不独立，独立的只有两个.从 w 个指标中取四个的组 

i 、 n(n — 1) (n 一 2 ) (n 一 3 ) 


合数 


， 所以这类分量的总数应是这个组合 


1 • 2 • 3 • 4 
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数的两倍，也就是等于 


n(n—l) (« — 2) (n — 3) 


12 


将上列三类总数合计，我们得到 Riemanrt 张量的独立分量个 


数況为 


n 2 (n 2 — 1) 


N 二 


12 


例如，对于普通的二维空间， # = 1; 对于三维空间， iV =6; 对 
于四维空间，则有 #=20. 


7. 沿无穷小平行四边形的循环移动 

设户为空间丑 n 中的任何一点， <5 u 与 (5' m 是尸处的两个无穷 
小向量:加是 ) 到尸 < y + su *) 的连线向量， <5' u 为 ) 到 

P W ( M f + 沙的连线向量.现在我们把加=?^沿"的 

方向作平行移动，端点，应移到一点认如果我们也把 &U = 


PP 〃沿 (5 u =P ，的方向平行移动，则它的端点 P 〃便移到另一点, 

然而在一阶无穷小的范围内，这点必与 G 重合.其实，裉据平行移 
动的公式(参考本节 4,(9) 式)我们得到 Q 点的坐标是 

u* + 3a* + (u { + SU 4 ) =u % +<5m< + <5 / « l + S'Su^ 


而且 


(5W = —Fl l du k d f u l = 


( 1 ) 


于是我们有 


u % -\~du % 士 d f (u l 十 du 1 ) =u % +(5’2/* +6(a* H- 

这样得到的四边形 PP ， QP ff P 称为 空间的 无穷小平行四 




设 <50表示一个量或者一个向量在点户移至时所产生的 
变差，而 则是它在点 P 移至尸〃时所产生的变差.现在我们从 




第二章 


P 出发，沿 PP f Q 而到达0点,这时少所产生的变差用 0,0 表示. 
但原向 盤少以 P 为起点且依平行移动而更改，沿 PP”Q 到达 G 点 
B 十，我们则用 D 2 0 来表示0所产生的变差. 

设0为一个向釐，而且它以 P 为起点进行平行移动.那么，当 
巾 沿无穷小平行四边形 PP ' QP^P 平行移动一周时，所受到的变 
弟就是 


J ) j (p — D *2/^ 


tu 


D,0 60 \ d r 0 hS f S0, 

D >0 d f 0\ d 0\- dd f 0 9 


所以 


A 0 ： (d f s-Scy)0 

我们用来衷示 0 的分那么根据本节第4段的公火 


( 2 ) 


⑼， 


SX % — —F j k X s du k 9 


f 足 


d , SX i 


-^rux^s^-r^^x^^-rux^d^ 




由于 




d f F \ 


oU 


d f X 


— r i jm xwu ' 


所以 


dr \ 






结合 ( l ) 式，我们便容易推出 

AX i = S f SX i - dd f X i 

—(Kl 


dr \ 


+ 厂％厂厂 A 厂 X s du k 6 f u l 


du 


du k 
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也就是 


用 H 样的方法我们可得 


X j du k S f u l 


(4) 


hi 


-Ri lkl XjSu k d f u 

由此可见，当一向嚴沿一个无穷小平行四边形平行移动一周 

时，最 f? 所得的向 JI: 一 般与原来的向慶并不重合，一般地说，它的 
原因就在于 Rjua ^ O . 这个事实是 B. Riemann(1854) 发现的. 




(5) 


习 


J . 试导出一般张量 

2 -设厂、是在坐标0 1 ，沪，*"一°)中的 Christoffel 记号，則是在 
坐标变换 u i = u i { n l 9 n t 9 …， a n ) 后的 Christoffel 记号，证明 * 


3 


的变换规律. 


i 9 u J 9 ^ du a du a 9 2 u * 

}k 9u^ Jny ^2£ r ^Pu r 




3 -直接证明 


9「 u 们 


+ rur \ k ~ rur \ 


hi 


9u l 


9 u 


是一个张豎的分 

4 . 设兑 为共变 向量，则 


Q kl = 


9u k 9u l 


是一个张覺的分量 


Ti 是一个二阶张量的分量，则行 列式沁 " I 是绝对不 变量. 
a TS 是一个二阶共变张量，则行列式 | fl r ,| 是权2的不变量. 

7_ 若 是一个二阶反变张量，则行列式叫是扠 一2 的不变發. 

是 w 个反变向量 • 证明： 行列式 MU 是权 一1 


5. 


6. 


8. 设 


(2 >9 


的不变说 


如果 a % 是一个张量的分量，则行列式 | a r , l 的所有代数余户忒也是 


L * 


一个张设的分量 


10_设〜〃为两个张量，则方程 
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0g rs \ =0 


a 


的根都是不变景 . 

11 •设屮 v m ) (i = 1 ， 2, …， n; m^n) 是 中一个 m 维集 

合的方杩 ， ^( a J = l,2, …， m) 为的基本张量，而且 / 

厂⑴^为对应的 Chdstoffe ] 记号. 证明 


与 


<&) 


彡,7 


, 9} f l Pu k 


P 2 ^ 9u k 
9 v a 9 v ^ 9 v^ m 

3° 如果的测地线落在内，则它必定是 F m 的测地线. 

12. 证明： 在适当的坐 标系⑼ S 沪，…， M ) 的选取下，可使线素采取形式 


9u % 9u k 9u l , 

a 〜 A9ik 


2° 厂⑴ 


apjy 


ik^t 


( du i ) 2 +^2 

13 - 如果 + 则对于 

两两不等的指标 i ， Z , 夂，成立 


ds 2 = 


a r9 du r du s 


9 ]nH K 

■ ■■■■ 


厂！ K~0 f P iK~ 


du 


^ H K 厂反 _ 
(H l ) z 找一 


9lnH 


KK~ — 


14. 如果反变向量 1<沿 一条曲线平行移动，则对应的共变向量 
VaX ^ 沿同一条曲线也平行移动. 

15. 证明： 反变向量尤”的散度 


念 (v?xr) 


9 


16. 证明： X”， s = 


(V 


从而当 X 〃为反称 


V g 9u s 


j k ， 


时，末项消失 


证明 Bianchi 恒等式 


17 


R 


+ Rihki ， j + Rikij，k = Q 


ihjkil 


18** 如在 /? n ( n >3) 中成立 


R 


K(g k k 9 i 厂 9 ki 9 ikh 

这里的沪 ，…， 《” 是与指标值 A , i ， 无关的函数，则仄必定为常 

( F _ Schur , 1886 ) 




hiik 


数 
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定义张量并按 


R = g il Ru 


R 


则这时的就称为爱因斯坦空间 


定义不交:鼠丑.如果成立/^ = 


-9 u ? 


征明：凡是 n >2 的 爱因斯 坦空间 。 及必等于常数 • （ G . Herglotz , 1921) 

I 

凡具有 Schwarzschild 形式线素 


2 


2 m 入一 1 


dr 1 —r 1 (d6 z ^ sin^dfp 1 ) 


ds 


dt 


( m = 常数） 

的黎曼空间必为 R = 0 的爱因斯坦空间， 

凡是 Run 都等于零的黎曼空间必为欧氏空间. 


( Schwarzschild , 1916) 


20 * 


* 


§ 26 . 曲面论基本方程 

1- 关于曲面线素的 Christoffel 记号 


设 


ds 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 f 

<p = Ldu 2 + 2Mdudv-j-Ndv 2 

% 

分别为曲面的第一与第二基本形式.两类基本量 E ， F，G 与 L,M, 
W 之间自然存在着关系式，例如用五， F , G 来表示总曲率尤的 
Gauss 方程(参见§ 23.1) 就是这类关系.这种关系通称为曲面论 
的基本方程，其中除了 Gauss 方程外，还有另外两个，它们先后为 

Mainardi ( 叾857)及 Codazzi (1868) 所独立发现. 

为了便于应用绝对微分学,我们记 

E = 9 \U 尸=穿12 =分21, 

U 二 U 1 ， V 

从而就把第一基本形式改写为 rfs 2 = A jaW . 下面， 我们根捃 


^22； 




定义 


1 (^9ir , ^g kT d 


厂, 




ik 


2\2u k 


du 1 


du 


来计算第一类 Christoffel 记号 



( 1 ) 


G u ， 


厂， _ ^ JCT 

^ 12?1 - 7T^ 


12,2 — 




V9 




G uf 




22，1 


v 


2 


2i = -F/(EG-F 2 ) 9 g 22 ^ 


12 


nmmg n =G/(EG~F 2 ), 

EKEG — FH 


= 9 


r 


9 Tl Lik f ll 


g rl r \ 


i k ^ 


ik9l — 


ik 


我们容易求出下面的笫二类 Christoffel 记号 

, GE U + FE V —2FF 


— F E u 一 E E v 4 " ^EF 


V 


u 








2(EG-F 2 ) ， 
GE V FG 

2( EG ^ f ^) 9 

-FG V ~GG U \ 2GF 
22 2(EG-F 2 ) 

从而推导出两个恒等式 


2(EG-F 2 ) 

EG U — FE 
2(EG- F 2 ) 9 

_EG V \ FG U -2FF 

2(EG-F Z ) 


2 


⑵ 


u 


V 


12 — 


12 — 


2 


ri 


V 


V 


d 


^\ n ^/ EG - F 2 = r\ { +r 


2 


12, 


9 


彘 lnV 丽二> 2 =厂 / 2 + 厂 


2 


2 2 * 


其次，如果我们记 


L = h u ，M = h'2 二 h 2l ，N = h 2 z ， 


(3) 


则 第二基本形式就可改写为 


<p = h iJc du i du 

回忆起以前的定义，如果我们把曲面的向最表示记为 r ^ w 2 ) 
= ( x ( u \ u 2 ) , t /( u l f u 2 ) , z { u \ m 2 )), 单位法向量记为 n ( MSw 2 )= 


k 


d 


d 


9 u ^ r 


ik 


du l 




1 . 2 




曲 


章 


第 


u 


1 i 2 
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9 


r 的话，则就成立 


cU^U 


k 


( 4 > 


9 i k r r 

h ik ^ — r r n 及二 一 r 


kf 


k 


ik 


其屮，衷示 r 关于 V 和 M 的二阶导数，而且最后的等式是由 
n-rv-0 导出的 . 我们还可以直接用曲面上点的坐标 a ;, 及其 
导数来表示厂如下： 


3 V 


(5) 


I ik^r 一 


k 


aii oU 


2 . 基本微分方程 

由于 r u r 2 ,n 是空间中的独立向疑组，所以向量广„总能被 
唯一地表示为如下形式： 


ri + fir . n . 


(1) 


r 


rs ~ ^rs 


这里的 aj 与 fi TS (l 9 r 9 s=l 9 2 ) 都是待定系数 

在 ( 1 ) 的两边点乘 n ， 并注意到 


n*r z = 0, n ， n=l ， 


rs 一 ^rs9 


我们便有 


Prs = h 

其次，在 (1) 两边点乘 r ,， 则有 


( 2 ) 


TS 


n 


vs 


TS 


但是根据上一段中的公式 (5), 


厂 








rsjt _ 


因此我们得到 


k 


Ts = a l TS g lt g tk = g tk r 


h 


(3> 


rs^t _ 




为了把 ( 1 ) 式写得更为简洁，我们作向量 r < 关于沪的共变导数 

这样 (1) 便可写成如下的微分方 程组： 

(r, s= 1, 2) 




T9S _ 


( I ) 
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如果用普通的形式，则是 


(I*) 


= r* i s v i - \-h TS 


同样地，曲面单位法向量关于坐标 w 的偏导数叫也应该有 
唯一分解式 




(4> 


根据 n-n=l. 


^ = 0我们得到 


UK ] 


\9 ki — 


r k 


ik$ 


于是 


kp 


— g kp h 


i9ki9 




ik ^ 


这样，我们得到 


tti— ~g ptc k lk r p (e = l,2) 

如果我们把它改写为分量形式的话，即将 Weingarten 公式 
(§19-1)： 


(II) 


_FM-GL ' FL—EM 

丽 —F 文 


2f 


( II *) 


FN-GM 一 t FM-EN 


tr 2 = 


r 2 


EG ~ F 


可积分条件 


由于我们是从已知的曲面出发而进行推导的，所以两组微分 

方程( I )与 （ id 都是可积分的，从而它们所含的各系数间必 定存在 
某种关系，这就是所谓的可积分条件， 

为了导出这些关系，我们先将（ I )的两边关于 V 共变微分, 


则有 


^ T^St t ^ H - A'W 


if 


根据 （ n ) 改写它, 


~h 


n—k rs g p % k r p 


r^st 




从此推出 
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^ TfSt — ^T9ts~ ds，t — 9^^ (J^rt^sk 一 ^rs^tk) P 

然而依照 §25. 6 的公式 （1), 


= ^rmi s 9 mP ^ Pf 


r 


— r 


T^St 


ryts 


所以我们有 


{h rS9t — h rt , s )n + [g pk (h rt h sk — h r Ji tk ) — 9 pk ^rktsl^p = 

注意到 r xy r 


» 


个向量的线性独立性，最后关系式给出丁 


m 


2, 


下列方程 


( IH > 


^rsft 办 rf ， s = 0 ( r,Z = 1， 2) ， 

^rfcts = f^ri^sk ^rs^tJc (fc ， T* ， S ，（ = 1 ， 2) 


( IV > 


下面我们再来求第二组方程 （ II ) 的可积分条件. 

将（ II )关于 1 T 共变微分,注意到 g ^\ r =0 9 坫果是 


二 — 9 Pk ^ik?T^ P — 9 kP ^ik^ P?r* 


n < 


根据（ I )代入 A Pr w ， 便有 


Mr — — ff Pk 私 ik，rr p — g kp hijfhp r 


n ； 


mm n i9T 关于 f 及 r 是对称的，即 


fO , 


T 1 1 * ， r 


T91 


所以我们得到 


(办 ffc，i —办 ijt ， r ) r ，+ 分…— h ^ hpf ^) xt — 

注意到由二 〆 p 可推出 




kv h Tk h pi — g pk h rp h ki = g pk h ih h prf 


所以上式化简为 


* 9^ dk，i 一 私 ik ， v)rp = 0 

因此，我们得到唯一组的可积分 条件： 


h 


办 U *， r = 0 




rkyi 


这不外于是前述的 （ III ). 

由此 可见， （ I )、（ II )两 组微分 方程的可积分条件是 （ in ) 称 


(IV) 



第二草 

这两组条件諕是所求的曲面论基本方程，因为我们是采用了 

绝对微分学，所以形状比较简练.反之,如果用普通记号表示，显 
得繁杂的多.我们叙述于下. 

根据共变导数的定义 （§25. 5,公式 (2)), 

^rsit = ^^ — P^ik r 

由此我们就可把条件 ( III ) 作如下的改写. 

如5=〖，则（ III )中对应的方程是恒等式，所以只要看时 

的情形就可以了•然当^^，〜/ = 1,2时,如果交换《,/,那(111) 
所表示的仍是同一个条件，因此我们得知（ III )中仅含有两个 
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m ， 


方程 


-h 


= 0 ( r — 1 , 2 ), 


rU 2 


r 2 ，l 


s 


-h 


( HI ). 
( Ill ) 


1152 


12，1 — V ， 


紅21，2 一 办 2 


2，1 — 


2 


根据定义 




- r ^ h ^- r ^ h , 


11>2 — 


du Z 


m ， 


dh 


12 


~ nxh ml - r ^ h x 


12，1 — 


du x 




于是 


_ dh u dh 


為 n，2 — h 


12 


+ nxh mz - n z h , 


12 ， 1_ du 1 


m * 


以我们可改写（111),为 


+ 厂 Mm2 - 厂 Wlm=0, 


Ik 就是 


dL dM 


^ i ~r\2L+{r x \-r\ z )M+r\ 1 N=o. an*) 


9v 
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同样，改写（111) 2 的结果是 

9 N 9 M 

oU dv 

这两个方程 （n P ) 通称为 Codazzi 方程 

接下来，我们研究（ IV ).从 §25. 6容易知道，曲率张量只有 

I 

下列四个分量才有可能异 于零： 


+r i 2 2 L+(ri z ~r\ 2 )M-r] 2 N=o. am 


2 




R 


及 mi ， R 


及 2 U 1， 


1212 ? 


21 12 , 


而且根据 § 2 5. 6,(5), 它们之间成立如下关系式 

1212= 一 R 


R 


1221 — — R 

另一 方面，（ IV )的右端表达式也满足 B Urk 所满足的恒等式 
<§25. 6,(5))， 所以（ IV )实质上只含一 个方程，此即 


二 R 


o 


112 


2121 


( IV )' 


丑 im = 々"々22 —办12厶 


21 


记曲面的总曲率 


LN — M 2 — An ^22 — hyji 
EG - 浐— 


K 二 


21 


9u§22 — ^ 12^21 


K = R 


1212 


=s 


( IV )" 


9\\92t~9\29%\ 


式中，茂 表示由§邪* 6 公式 ( 4 ) 定义的不 变量. 

由此看到，在一曲面上，它的总曲率 Z 等于不变量$ 

根椐曲率张量的定义 （ § 25 . 6 ) 

?r\r dF\ 


ml 


R 


ik 


^ n ^ L - r ^ r ^ 


imrk - 


du k 


r 


cU 


我们不难得到 （ IV )" 的四种形式，就是 


ff ml ^2m2l = 9 l *^2121 — 92tK 9 

^lm21 = ^ 2l ^?122i = 9\2^ f 


ml 


g m2 R 


2 m 21 ~ 2/? 

= g 22 R 


9 nK , 


(IV)，” 


2121 一 


g m2 R 


9 nK 


lm 2 1 


1221 - 
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因为 9\\> 9 \Zf 9 zi 中总有不为零的量，所以我们得出 [ 由丑， F ， 

G 及其导数所表示的公式，就是 Gauss 方程.现在改写（ IV )" 


如下 


9 


9 


2 


1- 彘厂? 厂 m 


9v 


一 （厂 


d 


9 


FK = ;厂 


厂 i 1 +厂 I2 厂 〖 i — 厂1 \^ 22 f 


du 


dv 


(IV*> 


3 


9 


厂 ！ 2 + 厂 I2 厂〗 2 —厂〗 1 厂 


iz ~ 


dv 


9 


9 


GK=^r 


^ru+ruru+ruru-ri.ri 


22 ~ 


t 


du 


Hi 


-( 厂 i 2 ) 


习 


1* 证明 


d f - yEG - F ^ 


)-吴(宇 n )] 


K = 


2 


^ 1 1 —n— 

EG — I 


E 


3 (^/ EG ~ F ^ 


)~h{ 


VEG-F 2 


!*)} 


EG — F 1 \j9u 

在瓦的公式 中当尸 = 0 时，证明 


22 


G 


G 


LN — Jkt 1 


丄 1 pV ^ 

Veg + ^7 e 

设厂 W 是第三基本形式 （ § 19. 1) 

sdu^ ~ 1 ^ 2,fdudv ffdv 

Christoffel 记号，并记 h = \/~eg~p m 证明 : 

9Jj 9M 
9v 9u 


9 




"^~5^ Vv^G 9 v 


9 u 


_ 


2 


-r f AL+{r\\-r\i)M+r\\N=o 


- ■■国 


]ff g M 

—$+ 厂 “4+( 厂 U — 厂^财—厂及 = 0 , 

丄 ^Ul/A 色 /— 1 以 _ i 苎 

3v , h 9u h 9v ek du 


u 


f 


e 


)i 


1 


2 h { 9 u\eh 9 v 


9 u 
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证明 Codazzi 方程的另一种形式 


L 


M 


L 


9 


)+厂 


9 


E0 — F 


22 


EG — F 2 7 EG — F 


2 


M 


N 


+ 厂 5 


-2 厂 5 


0, 




EG _ 


^/ EG - F Z 


M 


N 


N 


9 


9uWeG~F z )~3vWEG-F z 


s / EG - F ^ 


M 


L 


-2厂！ 


+ ri z 


=o 


12 


^/EG-F Z 


、 / EG-P 


5. 导出 Codazzi 方程的下列 形式： 

+r；i 


L 


v 


M 


N 


-2 厂;! 


0, 




V eg—f 


eg~f z 


N 


) - K -/0+ r 。 


N 




9u\\/ eg — f 2 


士卜 S 1 


M 


L 


2 厂 


+ /H 


0. 






12 




V eg 




-f z 


f 


2 




\9 iu f v 为一曲面的曲率线参数，则基本方程如下 

1 9R 

R\ — Ri 9u 


«• 


d 


2 




a 


9R X 


E 


2 、 

9v R { R z -R x 3v f 


i 5VG 、 


d 


a 


K = - 


) + JA ^7 g 

7. 设为一曲面的渐近曲线参数，并记尺=— 


dEG 9u\ j \ / JE 




dn 


9v 


证明 


p 1 


9ln p = _ 2 r 


Pin p 


=-2 厂; i ， 


9u 


9v 


E = p 2 e, F = — p 2 /, G = p 2 g; 


r\\-2r\\ f ri x = -r 

-r \\ 9 r 


n f 


r 


2 


r 2 


-厂 




1 1 


12 — 

r^r^i-trw 


12, 


r\ 


—厂 




2 2 


22 ， 


第二拿 

8. 设曲面 r(«,W = (; r , y ,5 r ) 的坐标曲线 tt ， 0曲线 是衡近曲线，总曲串 
反 =— i ， 则 r ( w , t >) 必可表示为 


P 1 


1 [( 


RXR u )du— (R X R v )iv] p 

这里 /?=( 心; 7 , 0 的三个分量函数是 Moutard 方程 


r ( U ， v )—— 


1 <P 




P 


9u9v \^y~p 9udv 


的解 . [上述 r 的表达式称为 Liouville 公式.试用 /?=%/& 证明之 .] 


9* 设 r («， r ， w ;) = (x (u p v f w) f y(u f v 9 w) f z (u f v, w) ) 是一个三重直 交_ 


面系统的方程，而且它们的线素是 


ds 1 + Hi du % + Hi dw % 


那么下列的 Lame 方程成立 


9 l H, 1 9H Z dH x , 1 9H^ 9H X 

9v9w H t dw dv H z 

9 2 H Z 1 9H 3 9H z , 1 9ff { 9ff 

dwdu Hz 9u 9w H t ^ 


V dW 


9 u 


w 


9 2 好 3 = 1 9H X 9lh 1 9H t 9H t 
dudv Hi dv du H 2 9 u 9v 


a/ l 、丄 p ， i 9H Z \ 

A r3w\H ^ J 


1 9H t 9H % 

H\ 9u 9u 


0 9 




v\H 2 9v 


aHV 


9 ( I 3 Hj _ _ _ 

9w V// 3 9w ^9u H { 2n } 1 ll\ 3v dv — 


a 1 9fh \ ' 1 3H Z 9H } 


0, 


A (丄 3 Jh 

9u\H x du 


)+ 1 /丄巧 L 、 

; 9v^H z dv / 


1 抓也 = 0 


II s 3w 3w 


10. it ! u = u l p v=u 1 ; Liu 1 + 2Mduiv-\-Ndv z ^h ik iu 且记厂； 1 是 

关于第三基本形式所作的 Christoffel 记号.证明 Weingarten 公式 


^ikjl — {i [ n l 一 J^ f kt)h 


式中，共变微分是关于第一基本形式所作的. 

11- 设屮 = VO)(i = l ,2) 为曲面上的一条曲线，《为弧长.证明 ：曲 

线的测地曲率 （§21,2) 等于 




§27. 基本定 


r iu { dn k d l w l 
du* du k i d l u l 

I I H II ■ ft 1 ■ 

1 K ds ds ds z 


du 


ds 


^9nffzz ~ (ffi 2 ^ 


2 


du 1 


2 


ds 


12. 设 （《, …为曲面的典轭网，证明 


9lnL 


N 


12 — _ 


HP 


L 


dU 


L m 


N 


2 — 一 


12 ， 


12 » 


L 


N 


L 


9lnN 


n 


2 


22 9 


22 « 


2 


N 


9v 


7 -基本定 


巳知两个二次微分形式 


g ik iu l Au k ( g ik = g ki ) P 

h i 〆 du k ( h ik = h ki )， 

其中，第一个为正定的.设它们的系 教 g ik 与1*(£,«；=1,2>滿足 
Codazzi 方程和 Gauss 方程，即 


Krs，t —办 

^rqis~ h T ih s q — h rs h 


(U 


rtjs 


( 2 ) 


tqf 


則必存在曲 面沒， 使它的第一基本形式和第二基本形式分别是上 

列已知的两微分形式，而且满足这条件的所有曲面在运动群下互 

相 重合. 式中，共变微分是关于第一微分形式作成的. 

本定理最初为 o . Bonnet 所发现，称为曲面论的基本定理.由 
这定理我们知道，两个曲面沒及沒经过运动能互相重合的充分必 
要条件是：它们具有相同的第一基本形式和第二基本形式. 

证明假如所求的曲面及存在，则它的位董向量 r ( V , K 2 ) = 

(4 m 1 , a 2 )， y(u\ « 2 ), z{u\ u 2 )) 以及单位法向量 n ( n \ a 2 ) 

= CX ( u \ u 2 ) f Y < y ， 2 ), zw , O ) 必须满足下列的微分方程系统 
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(I) 


^ — h ViS Tt y 

tii^—g pk h ik r p 


( II ) 


于是必须阐明两组方程 （ I ) 与 （ II ) 在条件 （1) 与 (2) 之下是可积分 

的，从而证明 1：^ 的存 在性. 

h 

我们引入辅助未知函数仏, 取 G = l , 2). 令 广= 0> 0 <? 0 

尽），这样一来我们可把 （ I )、 （ n ) 改写为含 x , r , z ； p lf 

Qi . Ri ； Pi t Qt > 尽等十二个未知函数的一阶线性偏微分方 程组： 


iJ 


dU 


}9r ( 


厂 ？ \ ^ik n f 


(HD 


oU k 


^ k 


— g pm h mk r 


— rTl — 


P 


k 


du 


这个方程组 的可积分条件是 






⑴ 


，——__ 


dU k 


c U 


d 


d 


d 


d 


( ii > 


-f* I 

f 1 b 




lu k 


0W \cU 


c u 


d 


d 


c i 3 


( iii ) 


~ n 


~rn 


dn l 


k 


cU 


tU v \c U 


因为厂 ?*=/^,1 =心，所以⑴恒成立.然而 ( ii ), ( iii ) 则不 然, 
必须按照上节的方法来求.通过直接计算之后，我们容易验证所 
求到的条件仍然是 (1) 和 (2). 因此，在 (1),(2) 成立的假定下，系 

组 ( in ) 是可积分的. 

要注意的是我们欲求的是一个曲面除了它是点 r(u l ,u 2 ) 

的轨迹之外，它的单位法向量应 
是 nCu ^ u 2 ), 而且第一与第二基本形式分别为〜与 

hk ^ duK 换句话说 r = Or , y , z ),«=(： X ：, r , Z ) 除了必须满足方 

程组( III )以外，还要满足附带条件，即 



/ 


ik 




我们把它们 改写为 


(a) n*n = 1, 

iP ) n - r ^ O , 


( V ) 


k — Vik* 


d 


05) 


ik 


然而从 ( ni )，（ a ) 与(扪我们得到 


d 


二 r 


r m + h ik nn = 


- T*- 

du k 1 


m 


ik 


ikf 


所 以条件(幻 是自 然的结果.这样一来,所讨论的问 趙就化 为如下 
较简单的 形式： 

_决定系统 （ ni ) 的解1*=<>4，幻，《=(叉,}%名)，使其满足条 

件 &),(« 和 (？)• 

条件 (《) ,(沒)，（ V )的总数为六，而未知函数也有六个,所以对 
任何给定的 ( mW ) —对值，例如 (0,0), 常可求出满足这六个条件 
的 U = ( ar 0 , ! fo , z 0 ) , n 0 = ( X 0 , F 0 , Z 0 ). 对于这给定的初始条件，则 
( III ) 就必定有唯一解使得 

r(0,0) =r 0 , n(0,0) = 

如果我们能证明这组解对任何参数值<» 2 )也满足条件 ( a ), 
(沒)， （ v ), 削基本 定理的第一部分也就 成立. 

注意 M 在 (0,0) 点已满足 ( a ), 

所以我们只要证明下列的事实就可 以了： 

关于 微分⑷ ，0 ff ),( y ) 时，所得的方程式必为（《)，（沒）， 
(V) 和 （ HI ) 的必然结果. 


0 
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例如，在证明 （ cl ) 时，只耍证明二0即可.实际上，这 

cU % 

常数，而又已知 （ n . w )| 

捧于1,于是便得到 (《). 其他条件都可依此类推 

1°关于 V 微分 (《), 结果应是 


•S 


时 


1,所以这个常数 


ram 




(0,0) — 叫 ■，屻 


w.J—n 二 0 


du 


f ： 


根据 （ III ) 和(仍，可证其成立. 

关于 ^微分 (#), 结果应是 


O 


9 




0 


n r t fn 


du k 1 


k 


cU 


然而依照 （ ni )，（ a ), (#) 及 （ v ), 


2 


9 pm 9p t h 


-h 


nr ^~ 


mk 


k 


ihf 


9 


d 


c ^ ri=lh ' 


kf 


所以成立 


3 


9 


r • 二 0 


m 




k 


du 


k 


cU 


o 


关于 V 微分 （ V ), 结果应是 


+ 


9 




W 左+ 


— r ^ r , 


d 


o 




根据 （ ni ), o ?),( v ) 可改写为 


9 


ik 


tlfi -- 


然而这确实是 成立的 （§25. 4 ,+(8)), 所以前式可由（ III ), 09), 
< V ) 导虬 


由此看到，所求的曲面 S 必定存在. 

现假定我们已求出作为偏微分方程组（ III )的解的两个曲面 
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将两肋面作适当的运动，使它所对应的向董函数 


与 r !， r 2 , 


i 


m 


29 


在(《^) = («“《§)完全一致，则这两组向量函数对任何的( V , 
V )都是一致的.其实与 h , F 2 , n 这两组向量函数都是 
( III )的后两组方程的解，它们又满足同一组初始条件，所以根据 
微分方程理论中解的唯一性得知，它们对所有的值 ( tt 1 , 〆 ) 也必一 
致.对1=八进行积分，则 r = F 十常向量.因此，两曲面是完全 


致的 


证毕 • 


习 


1. 设两曲面的总曲率都取正值，并且以法线平行的两点互相对应.如 
果这个对应是保角对应，则这两曲面必定相位似. 

设两曲面的总曲率都取正值，并且以法线平行的两点互相对应.如 

果这对应为渐近线对应，也躭是两对虚的渐近方向互相对应，则这两曲面必 
定相位似. 


2, 


3 ‘ 如果两曲面的基本量忍, L f M f N 与 E , F ，(^ H , 见及之间 


存 在关系 


E=E y F=F, G = G f 

L = — Ld 9 M 


M，N = ^ N , 




則这两曲面的位置是对称的. 

又如果存在一个正的常数 a ，使得 

E=^q z E 9 F = a 2 F , 0 — a z 0, 
JL—qL 9 M=€tM ^ U=qN 9 


則这两曲面为相似 • 

问第三基本形式和第二基本形式 

erftt 2 + 2fdudv + gdv 2 , Ldu 2 +2Mdudv+Ndv % 

满足何种条件时,除相差一个运动外完全可决定一个曲面，使 它的第 三及第 

二祐木形式分别为上列二形式. 


4 






2ZG 


28. 曲面变形论 


i . 定义 


设两曲面 S 与 S 的点互相对应 ， 并且在对应点的线素相等, 
则 S 与 S 称 作互为变形. 


记的参数表示分別为 

r(n,v) = (x(u, v) ，努 (u ， v) ， z(u ， v)) ; 

f ( S ， v)^ (z(u,v),y(u,v) f z(u,v )), 


并用 


n = u(u 9 v) 

v = v(u 9 v) 


(1) 


表示两曲面上的点对应，按定义，占与及互为变形的充要条 件是: , 
在对应 (1) 之下， 


ds 2 — Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 

ds 2 = Edu 2 + 2FdudvA- Gdv 2 


相等 


假设沒与及互为变形，如果我们按照 （1) 在及上作参数变换: 


的话，那么两曲面上的对应点就可用同一组参数 w,” 表示，就是 

说，这时可做到5=«,公 


于是我们就有 

E = E，F = F，G = G . 

再根据 Gauss 公式 （ § 2 3 .1)知道，互为变形的两曲面在对应点的 

总曲率必定相等. 

然而自然的问 题是： 这个必要条件是否也是充分 的呢? 我们 
将 证明: 即使两曲面在对应点有相等的总曲率 K ( u , v )= K ( u t v) f 
这两曲面未必互为变形. 

Stackel-Wangerin 的例题. 

设两曲而为 
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Si r («, v) = («cos nsin v f lntf) 

S ； r ( u , t }) = (m cos V , usin U , t ?) $ 


则它们的线素分別为 


=(1 + + mVv * 

rfs 2 = rf « 2 + (1 + S 2 ) ii ? 2 ; 


ds % 


f 


总曲率分别等于 


, K = 


一 


(1+M 2 ) 


(1+ S 2 ) 2 ' 

现在两曲面间如有对应,使在对应点有 k ( u p v )^ r ( u 9 f>m 


话,则这对应必满足下列两个关系之一，即 


(i) 


(ii) u 2 =- 2 ~u\ 

-如果我们能证明，对于任何使 JST = 冗的对应? v ), 决不能 
‘使心 2 = “ 2 ,那就可以断言汉与及不互为变形. 

⑴设 S = 士《，5 =炉(《, ”），且 

ds 2 — du 2 + (1 十 w 2 ) (< p u du -\- q ) v dv ) 2 = ds 2 $ 


则就应该成立 


l + (l+M 2 )<pJ=l+-2-, 

u 

<PuTv = 0, 

<pl (1 + w 2 ) = z / 2 . 

但是第一 及第三 方程表示％% 关 0, 与第 二方程矛盾. 所以函数 

炉 ( a ， v ) 不存在. 

( ii ) 设护=一2 — a 2 , 及=史 （ a ， y ) 且心 2 =办 2 .同样可以证明 

不存在这样的炉. 


2. 变形论第 一问題 

已 知两曲面没与5时，如何决定它们互为变形 的充分必要条 
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件，就是所谓的变形论第一问题，这问题最初是由 Minding 提出 
(1839) 并加以解决的. ^ 

下面我们先来证明一条引理. 

在曲面上作参数变换 


u = <p(u 9 v) 9 v = ^(u, v) 


时 ，它的线素 


ds 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv z 


就化为如下形式 


Vi^ m d(p 2 — 2^(<p, i>)d<pd 伞十 

_ ■■ ■■■ 1 ■ 国 ， ' I ■■ "fcl* ■■■ ’ ■■ ■ I ■ H H 

v < pVP - V (< p^) z 

I 

实际上，设变后的线素形式为 

ds 2 = E x d(p 2 -\- 2Fid<pd 伞 +Gid 伞 2 , 

h 

则关于前后两形式所作的 Beltrami 第一阶微分参数应该相廊 

(§20.2, §25. 5)，于是我们应有 


G { 


E x 


V ~ V ^ = ^ 


v ^= v ^ = 


E X G X -F \ ， 


E X G { ~F\ ’ 




V( 炉，妒） tp) 


E\G' —F\ ’ 




E X G X ~F \ ， 


所以 


▽垆 


' E x = 


▽炉▽说一 V 0 P ， V 0 2 ， 

V (< P ^) _ 

▽炉▽垆一▽(史，妒 ） 2 ， 


F x =- 


V<P 


fi 一 


VP ▽垆一▽(沪，妒) 


根据这条引理我们容易知道下列 结果： 

若两曲面互为变形，则必存在两对函数史(《, vht(u, V) 
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9 ⑺ j )， 使得在对应 

< P { U 9 V ) 二9 ( S , 云）， ti U f V ) ( 丑，云) 


( 1 ) 


之下，成立关系式 


V<p = V 9> V (^>^) = V (9>' f )> 

且其逆亦真 . 换句话说，如有四函数 < p ， ihW 满足条件 (2), 则两 

曲面必互为 变形. 条件 （2) 中的 ▽, ▽分别表示关于沒, S 的线素而 
作的 Beltrami 第一阶微分参数. 

_ 

上述结果仅是两曲面互为变形定义的一种等价形式，还不能 
算作为第一问题的解答.当两曲面没，沒为给定时,要回答沒是 
否互为变形这问题的关键是应该如何决定这样的两对函数 

我们已经知道 S ， B 互为变形的一个必要条件是 

K (u, V) =K(u,v), 

所以其中的两个函数我们可以取成是 

炉 （ w ， v) =K(u,v),f(u,v) ^K(u f v) f 

于是 (2) 的第一个方程就有形式 

{u y v) = yK (a, v) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


如果 (3) 与 (4) 互 为独立，即 


— / { K ) f SJK = f ( K 、 

不同时成立时，我们就可以采用这二函数作为 

rj)(u 9 v)=yK (m, v) , (a, v) = (w, v) , 

从而按照 (3)、 （4) 定义所讨论的两曲面之间的点 对应. 这时，两 

曲面互为变形的充要条件 如下： 

* 

V (▽幻= V ( V ^) , V ( K , WK ) = V ( K f ^ K ) , 

如果 (3) 与 (4) 函数相关 ，即 


▽[ = /([)，▽昃=/(昃） 

同时成立，那么我们就必须另取石才能继续进行 


(5) 


由⑻当然 


可得 
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ak=ae 9 

这里的 a , A 分別表示关于 >Sf, S 的线素而作的 Beltrami 第二阶微 

分参数 （§20. 3). 

如果 (3) 与 (6) 互为独立,我们可取 

妒= AK ( u f v),xp = AK ( u f v) f 

从而按照方程 (3), (6) 定义两曲面间的对应.这时,两曲面互为变 

形的条件便是 


^40 


⑹ 


V (A^) =V(AZ),V AK ) =^( K 9 AK) m 

我们尚须考虑的便是 (3) 与 (4)，（3) 与( 6 )都是函数相关的情 
形.换句 话说： 


^K=f(K) 9 vK=f(ro 9 

AK^h(K),AK = h(K) 


(7) 


同时 成立. 然而，我们可以证 明：两 曲面； S ， 及在条件 （3), (7) 之下 

总是互为变形的. 

为导出最后这一结论，先叙述 

引理任何曲面必有两参数％於，使它的线素具有形式 

ds 2 ~ A ( d ( p 2 + di }> 2 ) ， 


( 8 ) 


式中 

这 种史， 0称为曲面的等温参数，它的存在性已见于前 （ § 18 
1,公式 (6)). 瑰在我们将用别的方法证明于下. 

如所求的％ 0存在，则 


A 炉 = 0, 

($+暴)炉 彐 

在曲面上取一族曲线 <»(«，v) =常数，并令 

炉=/(6>), 

于是？>=常数与常数就表示同一族 曲线. 但是 


这是由于 = = 


A 
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(V 


ik 


9 { 


k 






(Pit 




cU du 


d co 

duW 

d 2 co 
du^U 


f f (a^co.oy,- riJ r (co)^ 


~9 tf： \ f r ( o ) 


— PiicCOx ) +f ! {co)g ik OiC} k 


~ f r ( co ) g 


ik 


k 


f ( co)Aco + f " (6>) ▽« = 0, 
所以必须求 /(«), 使它满足 




f n ( co ) „ 

f C «) 

如此决定函数 < p^f o ) 之后，我们再取曲面上的曲线族 

VKw,tO = 常数，使它与 < pO , t >) = 常数直交.因现在 A ?>=0 就是 
( § 20. 3,(3)) 

3 [ Gco u — Fco 

"^ WEG ~ F 2 

所以一定存在使得 


(9) 


▽co 


!^尸⑻ I , 


尸叫 =鑫 


V 


Eco v 一 Fco u Tl 

y *• •■一 — 内 _ _ 各_ k 

V £ G - F 2 

Wv ^/ eg - f 2J K } 


^ U ~ 


f ⑻， 


( 10 ) 


这时我们便有 


V (沪，垆) 


; ( m 卜（以一⑽妒 


EG-F 2 


U 


(^o)y — FcOu) rj) v \- (Gco u — Fco^) ^ 


u 


.所以经参数变换 O , v )—>(< p ， P ) 之后,线素化为 


ds 2 =- 


+ 二， 

▽99 W 

% 

这表示所求得的曲线族 W ( M , 0 =常 数与曲 线族炉 ( m , 常数 


直交 
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又因为 


▽炉 =▽/ ⑹ -- f f 2 ( co ) SJoj 9 


E 


F 


Fco u — Eco v 

Oco u — Fco Vi 


尸⑻ 


F 


G 


▽ 0 = — 


(EG-F 2 ) 


z 


I F co u 一 Eco v Gco u — F co v 0 

Gco\ — 2Fco u (o v : 


= f 2 (co) 


所以▽史 = Vt 如果用 4 表示这个公共值，则 


A 


ds 2 = A(dg^ 2 J r drp 2 ) ， 


这就是想证的结果 

现在 我们应用这条引理到(3)、 （7) 都成立的两曲面沒 ，义取 
<0二/((!1， V ),则 _ 


证毕 


Vcd = V^ = /(A1, 

Att> — NK 二 h (K ), 

仅仅是 o = 夂的函数.所以（ 9 )的解为 


Voy_f(K) 

Ao h(K) 


于是 


hiK} 

n m _■ 

I(K) 




(i K 


f(co) 


=e 


这样，曲面占的线素便被表成 


h { K ) 


Si 


ds 2 = 




k dij ) 


2 


(ID 


i A' 


十 e 


VK 


根据同样的计算以及 (7) 式，我们得到否的线素 

C 碲 2 . _ 


,| dK 2 + 

A 

\ 

I 

由此 断定:两曲面在对应 

[(a ， W) — K{u f V 、， tj) (u ， v) ~\fj (s, 2?) 

之下， < fe 2 =^ 2 . 所 以沒与及互为变形. 

另外，从形式 （11) 与 （12) 我们容易证明 ，这时各曲面都与一旋 


ds ^ ~ 


2 


( 12 ) 


e 




23. 曲面变形论 


24 


转茵互为变形.其实，若设 


r * — ( p ( u ^) cos v *, p ( u ^) sinv ^ , q ( u *)) 

是旋转而的参数表示式，且取 v 使得 

p r2 (u*) T-q r2 (u ^) 二 1 , 


则旋转而的线素就是 


du 


\ f n ( n ^) dv ^ 2 = p rz ( u ^) 


*2 




ds 


du 


V («*) 


由此显见它与 S 或 S 互为变形 


变形论第二问题 


已知一曲面时，如何决定它所有的变形曲面?这就是变形论盼 
第二问题.这个问题曾成为许多数学家的研究 g 标，尤其是 Wein' 
garten(1861, 1896) 的工作更为引人注目，但这问题至今尚未完 

全解决，以下我们仅叙述这问题的梗槪. 

以已知曲面的线素 


ds 2 - Edu^ r 2FduAv ' 「 Gdv 2 

作为基本二次形式，我们可以定义一个函数炉 ( n ， t >) 的二阶共变导 


令 




„ 沪11 炉 w — 1 


△22沪 

并设所论曲面的坐标分量函数为; T , y ， 〜我 们便有 

A 2 2^~ i^(l — V^)t 

△22夕:二欠 （ 1 — V ^) f 

K(l- ^z) 9 

式中的 ir 为曲面的总曲率，而 ▽ 则表示关于所取基本形式的第一 
阶微分参数. 

为了证明公式 ( 1 >，首先注意曲面的位置向量 r 二 （ a ：, y , 2 ) 与 


EG - F 2 


( 1 ) 
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单位法向量 n=a,r,z ) 之间有如下关系 


ri ， j - hijtx 


于是逐一计算后便得到 


LN-M 

EG-F 2 


X 2 , 


△22 怎 


LN-M Z 
EG-F 2 

ln-m z 7% 

EG—F 2 • 

所以问题归结为对下列等式的证明 ，即： 

1 —v^^-^ 2 » i —v^ = ^ 2 > i —V^ = 

为了方便起见，把曲面上的曲率线取为 《 ,v 参数曲线，这时 

ds 2 二 Edu 2 + Glv\sj(p^ 4f(^T 

Jbxa 


△22穿=- 


户, 


u 


△ 22 2 = 


2 


( 2 ) 


2 


2 


) 


1 n V 々一 


G 


Ui 


因此 , 


2 


dx 


E — 


du 


2 


1 fdx 

F* — — I ■■— ■ 

G \3v 


1 — ▽» = 


E ^ 


ii® +(_) i - i(i) 


IS) + (i) 1 Ki) + @) 


2 


EG 


2 


dz 


dv 


mm-m-m\\ 


EG ' 




2 


dx 


dx 


dv / \du 


然而 



8 . 曲而变形论 


245 


P = ^x dx.dy dy.dz 9z_ 

du dv^du dv 十 du 3v 


所以 


2 


dx\ 2 / dx 


?y\ 2 (^y 

duj \dv 


2 


2 


dpdydz dz 
du dv du 2v 


dz 


dz 






du 


dv 


du 


2v 


因此 


2 


1 fdy dz dy dz 

EG\du dv 2v du 


=x 


1 — 


依同理可证得其他两式 . 

如果我们将曲面的方程写成 Monge 形式 

z = f(x f y) 9 


则函数 s 自然就应满足 


A 2 2^ = K (1 —y^) 


(I) 


(I )称为变形论的第 一 方程 . 


如我们采用常用的记号 

v= d 4, 


q ^ ； r- d2f 


d 2 f 


9 2 f 

dv if 


9 ^ ~ 


，s = 






du 2 


du 


dv 


dudv 


并具体写出 


r\^v-r\ x q 9 

厂 &― 厂 Uq ， 

Zt 2 : t — P\zf~ 厂 !2?. 


Z[\—T — 


Z 


~ S 




12 


这样，便可改写 （ I ) 为 

( r — 厂 hp— 厂 h<iO (< — 厂 ! 2? —/I 2 ?) _ (5 —F| 2 p—7^12?) 

= K[BG-F 2 ~ (Eq 2 -2Fpq \ Gp 2 )^ m 


2 


(I + ) 


这是关于 


Ty S ， t ， Tt—S % 


一次的方程，即所谓 Monge-Ampere 型的方程 . 

当一曲面为已知时，五、尸、 ( ？ 都是《， ” 的已知函数，并且它们 




与 L 、 M、N 一 起满足 Gauss 方程和两个 Codazzi 方程.但如果 

我们希望决定这曲面的变形曲面，那么变形曲面的五、尸、 G 还是已 
知的，而它的就必须满足这三个方程. 

但根据上文讨论的结果来看,这问题归结于 Monge-Ampere 
型方程（ I *)的求解.对于给定的函数丑、匕(? ，一 般无法决定（ I *) 

的解心所以变形论第二问题瓯成为难题了. 

Darboux 曾对（ I )作了如下的解释. 

如果; s 为方程（ I )的任何解，则二次微分形式 

Edu 2 f 2 Fdudv + Gdv 2 ~ dz 2 


的曲率必等于零，且其逆亦真* 

为证 明方便起见,取曲面的参数 a 二 z , 并选参数曲线 v 二常数 
与《 =常数使其构成直交系统，于是我们就可改写（ I *) 

rin2~(r\ 2 y=G(E~i)K. 

为按照 尸二 0和§ 2 6 . 1,公式 (2) 得出 

1 9E nl 
2E ~2~* 1 12 — 


1 dE 厂 1 — 

2 E 3 T ， 厂 22 = 


1 2G 

2E ~9u 9 


it 一 




所以 


2E 9G r 

一-- - 画_| 

du du ^\dv 

另一方面，裉据 Gauss 公式 （§ 23.1) 又有 


dE 


+ 4E 2 G(E-1)K::0 


(3) 






2 


2E oG /dE 

dU du ^ 


2 




du 


dv 


d 2 E , d 2 G 


2EG 、 


( 4 ) 


,cV 


cU 


把 (4) 代入 (3) 式， 


n) dE dG x /dE \ 

By \ ■ 1 ■ ■■ ■■ _ — ■■ **— t — I ■ ■ —■— _■ 

一 — J 1 J 


2 


dE cG 


9G 


+ E (E — 1) 


〜 I M W 

― ■■■ ■ I ■ * - 

^ I I 八 


du du 


2 v 


oV 


du 


aV 


dE dG 

du du 


( 菩） ！ -2 卿 - i)( 


d z E , d l G 

■ ■ I ■ ■ I ■ ■ —— 

, dv 2 3 u z 


+ G(E~1) 


+ 
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二0, 


整理后两边除以亙可得 

(E — l)\ 手 竿 + 

( 3v 3v 


01 +G ilf 尝 + (尝) ！ 

d z E f d 2 G 

dv 2 3u 2 

I 

当上式左侧的因子 (五 一 1) 被 换为丑 时我们便得到 (4) 的右侧.所 
以最后的等式恰恰表明了二次微分形式 

(E~~l)du 2 -\-Gdv 2 

的曲率等于零，这就是所要证明的事实. 

现假定方程( I )的一个 解^〜幻为 已知， 要问： 以所给定的 

办 2 =£^ 2 十⑼如如十侃” 2 为线素的实曲面是否存在？ 

如所求的曲面存在,则必有两个函数 a ： O , «0, y («，幻使得 Or , 

身亦为（ I )的解） 


— 2 ( 丑一 1 ) (r 


= 0 


Edu 2 + 2Fdudv + Gdv!~dz 2 = dx 2 + dy\ 

且其逆亦真，因为这时办 2 的曲率正好为零. 

由子上式右侧的形式为正定,所以 


dz 


dz 


dz dz 

dU 2v 


E- 


G- 


> 0 , ( 5 > 


dU 


dv 


或改写为 


▽2<1 

这条件不仅是必要，也是充分的.实际上，取正交的参数曲线 

= 从而 (5) 可被改成 


dz 


EO-El^\ —G 




> 


dv 


du 


也就是 


O \>G 


z 


z 


dv 


du 
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G 


(dz 


E — 




oU/ 


于是我们得到 


2 


2 


dz 


dz 


E- 


o -> 


> o . 


du 


dv 


这两#和(5) —起正好是使別 a 2 + 2/^ a 如 + 为正定的 

条件. 


由此我们看到，若; s 是（ I )的一个解，而且它满足条件 (5*), 则 
必存在以办 2 为线素的实曲 Or , y ,2). 注意到 < fo 2 - h 2 为正定 
的，且其有零 Gauss 曲率的事实，我们就可以用积分决定 t 与 y 
(参阅 §22.1). 这样，我们证明 了下列 

定理若 2 为变形论第一方程的任何一解，且 满足\72<1, 则 
必存在一个而且仅有一个以 rfs 2 为线素的曲面.从已知解2出发, 

I 

单用枳分便可求出所求的曲面. 

下面，我们将用曲面论基本方程 （§ 26) 来给出上述定理的另 


一 个证明 


根椐 §26- 2的公式（ I ), 


IjZ 9 2]2 — 3£Z^ Z 22 = NZf 


代人 （2), 


▽2 = 1—Z 2 , 


于是 


z 


Z 


Z22 


n 


12 A7 

—~ ■ I ■ _ r — f ^ J | ■ — 

^―, iV — 


1 j — 


，M = 


( 6 > 


Vi 


VI 


—yz 


- v ^ 


—▽2 


我们只须 验证： 已知的五、以及由 （ e ) 决定的 l 、 见、 

足 Gauss 方程和两个 Codazzi 方程 

_ 

■ + 

因为函数4«，”)是 (1) 的一个解， 而且 L ， M ， #决定干(6> 


SI 


所以 
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LN — M 2 

‘ ■ 

EG ~F Z 


K ， 


这就是 Gauss 方程. 

其次，为了证明 Xs 见 W 也满足两个 Codazzi 方程，先让我们 
回顾一下 §25. 6的公式 (1). 设 v = u 2 的任何函数, 


且记 


90, 


0, 


—rf T 0 mk —r^r^i 


ikr 


tmf 


aU 


我们有 




也就是 


20ik ^ = n T 0 m ， - rf h 0 mr + g^R imrk 0, 


du 


然而依照 § 26. 3, 


K(EG—F 2 ), 

所以我们适当选取指标 i , hr 以后可得 


R 


1212 — 


C 少 

■ ■ I ■ ■ I ■ — I . ■. - ， 

dv du 


20 


- £/ - 


)+尸! 冲 


12 


-K F 


ii 


du 


dV 


+ ( 厂? 2 —厂 


9022 d<P 

1 ■ - - - 

du dv 


- G c < ^ 


- n 2 0 n 


(7> 


dv 


aU 


r (/ 12 —厂!2)少12十厂] [2 少 22 


另一方面，根据§ 25. 5的公式 (12), 

^0 9 ^ 0 , 0 ,, 


▽ 0 


C 


2，巾鳥， 


oU 


或者 


^90 

tr ^— 

oU 

EG —F 


v d 0 

-- jp ,_■，_■ ■ 


jp 90 

必二 一 _ r - z ： —— 

I 

EG -F z 


丄 


dv 


dv 


2u 


- 0 n + 


0 


T k _ 


12 厂 


d 


2 


m 
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( 8 ) 


孙 F 90 

H— — — r —zr- 

I 

EG-F 2 




G^- ― F ' 


2 


1 9 SJ 0_ cu 


d V 


dv 


0 


少 12 + — 


22 


2 


EG — F 


2 dv 


根据 （7) 与 ( S ) 我们可进行如下的计算 


) 


dL 3M 
dv 3u w 1 — V^\ 3” 


^Z 11 ^ Z \2 


dU 


) 


t 智 - 〜 


1 dvz 


j- — 

M ■» ■■■ 1 l-H- ■ ■ || » I ■ 

( V 1- V 2 ) 


z 


11 


du 


K 


- vra < F _ -續) + 厂 “.[+( 厂 m ) •沉 


dz 


F — 


Hi— — ~ 


Sv 




- r ； rJV + 


( 2 " 2 ? 22 _ 2 ? 2 ) f 


(Vl-Az) 3 EG — F 2 


这就是 


dL dM 

dv du 


厂 1 2*^4" (/^l 2 —厂 ii )況 一 P \\ ^N 


按同样的方法我们可推得 

dN dM 

dU dV 


— i ^2 2 ■+ (厂 ！2 _ P \ 2 ^) * M + /^ i 2 * ^ - 


■ ■― 


因此，已知的丑、 AG 以及由 (6) 所决定的 1、 M 、 W 确实满足 


两个 Codazzi 方程 


II 毕 


习 


若一曲面容纳本身不变的一个连续变形，则它的线素可以化为心 *= 
du^ \ G(n)dv^ 的形式，且其逆亦真 . 

I 

2. ffi 明曲面 


1, 


(afcosu+cosv) 9 a(sinu^sinv), c(u+p)) 


r= 


与旋转而互为变形 . 

3. 证明曲面 ‘ 



28 . 曲而 变形 ifc 


r~ (e a tij e~ a v y ae a u 2 4 be~ a v t ) 

的总曲率与 a 无关，但足对小两个 a 值的两个曲面不互为变形.这里的^ 
b，a 皆为常数 （ Gale , 1903). 

4. 线素分别为 


ds t ^e tv idu ZJ ra 1 ( \ +w 2 )tf ” 1 ]， 

d 3 2 ~ e 2v [_du ? -r b 1 0 


i 


/ 厶 1- 


的两曲面有相等的总曲率但不互为变形 


(小倉 Ogura ， 1908;林 Hayashi , 〗9 H ) 


5-问两曲面 


/⑻）, 


r— nsinvt 

(uco^pf nsinvt F{u) 


* 


在什么条件之下才能互为变形 

6 . 设两曲面互为变形，并 _ li 渐近曲线互相对应，则两曲面必互相箄合或: 
对称 （ O * Bonnet , 1867). 

7_设 P (»)，/(«) 仅为 w 的两个任何函数，而 a 为常数.当 a 改变其值 
肘，所对应的各旋转面 


? 


r(u f v) =f all («)cos — , aU («#)3in 


t ； 


， jV(T= 

互为变形，平行环变为平行环，且子午线变为子午线 


a l )U fz (n) + 厂 2 ( 权 ) 办 ) 




a 


a 


( Minding , 1838> 


证明螺旋曲面 


r(n f v ) — 


"V ff 1 — l z cos {n(u^a>)} f 


^s/g 1 ~l % sin { n ( u -^ o>)} p 


n 


n 


一 ln ( u + a >) + nw 


n 


与旋转面 


,M 


♦ 


(u f v) = (§(v) co^u f g(v) sinw 




(v)d^) 

互为变形,式中的为常数，而单为 ”的这 样函数，使得 


do 


Rl 


dw 


Rg 


dv ng(g 2 — l z ) 9 

R 7 ~ n 2 (g ? - — I 2 ) — g 2 g 

£/， F 分别爷为的函数，为常数 • 当 n 改变其值时，诸跑 


( 9 z - l z ) f 


dv 


n 


2 


( Bour , 1862) 
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面 


^cos {nu) + ff/shi ( 、 nu)du ， 


V 


r ( n ^ v ) 


sin (nu) 






V 


〜 If/cos (nu)du^ 


——：-dv 




互为变形，而且曲率线变为曲率线 

10. 设 C /， F 分别单为的函数，为常参数.当 a 变动共值时，诸 


(Bour,18fi2) 


曲面 


OV 1 


V 


V 


> J v 


{u f v )= 


l ~V f 2 a 2 du, aF + — 


~ id v 


互为变形. 


(Peterson) 


29 •极小曲 


1. 简史 

极小曲面的研究是 Lagrange (1760-1761) 开 创的. 原来的问 


题如下 


已知一条空间封闭曲线 C , 试决定一个曲面 or ， 使它经过 C ， 
而且它被6所围成的表面积为最小. 


如果用解析形式来叙述的话，就是下列 问题： 

设函数4^20在一领域乃的境界上为已知，试决定此函数， 


使积分值 


V 1 +〆 +q 2 dxdy 


为最小，式中的 


dz 


2z 


p 


■"P ■ 


dx 9 


d 


此问题的必要条件是 


十 〆 +« 2 dxdy 极小 , 


于是我们得到条件 
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9 


9 


0, 


dx \ / \ / 1 十夕 2 ~] Q 2 


q 2 / 


(1 +^ 2 )r — 2^ gs + (1 -i p 2 )t — 0, 


( a ) 


其中 


9 2 z 
■ ■ ■■■ » % 

3x 2 , 


3 2 ^ 

■ ■ _ »«» . 

dxdy 


3 2 z 


3y 


凡是满足微分方程 ( a ) 的曲面 z ^- z ( x f y ) 称为极小曲面， 

Meusnier (1776) 从方程 ( a ) 得到它的儿何学解释，即两个主曲 

率半径凡，尽的和等于0,他还决定了形式分別为 z ~- f ( x 2 + f)m 


的极小曲面，这就是最早发现的两个极小曲而——悬链. 


面和正螺面. 

接着， Monge (178 4 ) 曾决定了 (《) 的完全积分，然而它并不适 

用.在以后相当长的时间内，除了上述两极小曲而外，无人发现过 
其他实的极小 曲面. 一直到 Scherk (18 34 ) 才开始求得⑷的形式:， 
为 Z = f 0 r )+< p 0/) 的特殊解，所得的是新的极小曲面 


1 


cosax 

COSfl 夕 


极小曲面研究的进展与 O . Bonnet (1853—1860) 有紧密的联 
系.人们根据他的研究才了解到一个极小曲面与它的球面表示构 
成保角对应.另外，侬照他的方法我们从一个已知实的极小曲面 

还可导出无数个实的极小曲面和代数极小曲面. 

Wderstrass (18 6 6) 根据 Monge ( l 8 07) 的思想，完全决定了极 

r 

小曲面的最一般方程.在这期间里, S . Ue (1877 — 1878) 也作出重 

■ 

要贡献.利用 Weierstrass 公式，便可解决许多问题.就中 尤其重 
要的是 Plateau 问题 • Riemann 开始了对这问题的 研究; SchWarz 继 

续进行，他毕生的工作均与此问题有关，所得到的与正四面体四梭 



所成空间四边形有关的极小曲而尤为著名.近代数学家中, J . Dou 

: g ] as 对这问题的贡献特别大，详细情形" I 参考 T . Rado : The Pro - 

■ 

blcm of Plateau(1934) 


Weierstrass 公式 


设 


r ( w ， v ) = (x(u 9 v) 9 y(u 9 v) 9 z(u f v)) 


是一个极小曲面的解析表示，并设 n («, v ) = ( X ( u f v ) f Y ( u f v ), 

zo , ”)） 是曲面的单位法向量.当由封闭曲线 (7 所包围的曲面受 
到小扰动时，我们先来计算它表面积的变分. 

设 d ( M ， V )为曲面在点 （ li , W ) 处沿法线方向的变差，这里 
- A ( ti ， v ) 是点的函数 ， e >0 为任意正数，且沿 C 上各点 = 

变动后的曲面是 


^=(ifVfO=r ( m , v) + el («, v) n (u 9 v). 

为了简便起见，我们把原曲面的曲率线取为参数曲线， 则它的 


钱素为 


ds 2 ^Edu 2 \ Gdv\ 

并且 O. Rodriques 公式 （§ 16. 1, 公式 (4)) 成立，即 


七 /? 2 打 》= 0 ， T v ~\~ R\ 


二0 


w 


曲此以及/我们容易得到第三基本量 


E 


G 


/ = 0,卜兩. 


于是线素可改写为 


ds 2 ~ eR\du 2 + gRidv 2 ^ 


且曲面的表面积就是 


I \^/ BGdudv 


下面我们来计算扰动后曲面的面积.先有 


dr :: r v du + r v dty t eA(n u du r n v dv) + endA 



也就是 


dv ~ (^sA — R2}tt u du -j- (eA — 只 i)tt v dv 十 ctidA 

曲此得到变后曲面的线素： 


: (eA--R 2 ) 2 edu^ 1 (e2-— 十 eW 


a 


它的第一基本量足 


E = (^A—jR 2 ) 2 e + /l^ 2 , 

又又 e 2 , 

G ^{ eX ~ R x Yg ^ kle \ 


F 


所以 


^EG~F 2 dudv 


JM 1 -餅 


^ A 


\2 


卜 d) 2 + 叫 1 D'w 、 


EQ + e 1 


R z 


也就是 


^/ EG^Wdudo 


fkn 概 +iw 


EGdudo +o{e). 


式中 o ( e ) 表示 e 的高阶量. 

但是原曲面是极小曲面，对任£>0有， 

||v EOdudv ^ O f 

所以对于所有在<7上取零值的函数 A ( w , r ) 都应成立 


^EG-F 2 dudv~ 


瓦+馬少 Um ， v)^/EGdudv = 


于是我们得到条件 


索十 °， 

* *4 
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.即乎均曲率丑等于零.这条件又可写为 

EN-2FM + GL^0, 

换句诘说，极小曲面的浙近曲线构成直交 系统. 

如果我们在极小曲面上把极小曲线取为参数曲线，则 

E = O f G - 0, ds 

且极小曲面的微分方程就化为 


2Fdudo 


M 二 


、此即 


(r ⑽， tt jy ~ 


于是 


T uv = a^u+br 


然而根据假定, 


五 = r tt *r a = 0 ，G = r v *r v = 0, F^r u ^r v ^0 f 


所以只能是 


«= 0 , b = 0 


把 r ttv = 0 积分，我们便得到 


r^ A{u) B(v) f 

式中的 乂(《0 = (40)，决 o ), 為 ( w )) 与丑0)=(取（”)， b 2 ( v 9 

私(” )） 满足条件 


dA x 


dA 


dA 


A U A 


+( 言 


二 0, 


du 


du 


dB t 




dB 


= 0 


Ao 


dv 


dv 


因此，我们从极小曲线的解析表示式（ § 9. 3) 得到极小曲面的 


方程 


(l~u 2 )f ff (u) f 2 w/' (a)- 2 /(») 

+ (l~v 2 )g (v) t 2vg f (v)—2g(_v), 


x~ 




29. 极小曲面 
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2y 二 i (I +a 2 )/"(«) -2iMf (m) +2if(u) 

— i(l + v 2 ) g "( v ) [ 2ivg f (v) — 2ig(v) 
2z^ 2w/^(w)-2f («) -h 2vg ff (v) ~2g f (v) f 


式中的 /(«), 0 O ) 为任何函数. 

如果所讨论的曲面为实曲面，则极小曲线参数《,«必为共辗 
复数 （ § I 4 . 1), 所以上列方程中的两函数 /(«) 与 i / O ) 互为共轭复. 
函数.由此我们知道最一般的实极小曲面就按下列方程来 定义： 

a : 二 Re [ ( 1 — m 2 ) /" ⑻ + 2 »f ( w )-2/( m )], 

y = Re[i (1 J r u 2 ) f n ( u ) ~2 iuf f ( u ) +2 i /(«)], 

2 二二 Re [2 w /〃（ w )—2 尸 （ u )], 


或者写为 


« - 

2j«%(a) 叫 . 


X ~ R.6 


=Re 


Re 


z 




式中贫 00 表示 M 的任何函数， Re 则表示实数部分，这就是 


Weierstrass 公式 


9 


1 ^ (U) 为 实数) 所对应的极小曲面是悬链面: 


( catenoid ). 


这时, 




=Re 


v 


二 Re i\ a + u^du 


=+ 乎 


^ ■ ■ ■ ■ ■ l ___ 






V 


q 


- ? 


z — Rc 21 w • -： ~ :du 


(ln« ! In^) 


2m 2 


2 
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如果记 《=! + 切，— b ， 则能改写为 


x = — 


2 


q 1 +! 2 +7 j 


y ^ — 




2 




ginv ^ 2 +” 2 . 

如果我们进而再记 i——e~ 9 co$<p, 7 ) = e~ 9 sin(p, 则得到 

T = (x, y 9 z) — (^ch&cosq?^ Qchdsirup, — q&), 

这便是悬链面的标准方程式，当然我们也可把它写成 


z 


Z 


x 2 + y 2 ~ q 2 ch 2 


%(«)=#(«为实数).所对应的极小曲面是正蠼面 


<right helicoid ). 

例3梦⑻=常数.例如 /(«) =冬 》 3 .所对应的曲面称为 


2 


Enneper 极小曲面.它的方程是 

x ^ Rc (3 u — u s ) f y - Rc (3 iu + iu z ), 2 = Re (3 a 2 ), 


也就是 


r=(Si + 3iv 2 -i s ^ S -^-3i%3(e-r} 2 )). 

这是个九次六阶的代数曲面，它的曲率线都是平面曲线，渐近曲线 

均为三次挠曲线•对于这个曲面, Darboux 曾有简便作图法，可参 
考他的著书 Lemons 第一卷. 


2( l - o 2 ) T 


^( m ) = 


Io | <h 这就是 Bonnet 




2, 


[l + a+ (1 —a)a 2 j 

•小 曲面. 当沒是曲率线参数时，它的方程是 


(aa+ sinach 冷）， 


(J3 + a cosash fi )， 


1 一 


2 


Vi 


— a 2 

cosach^). 



23 .极‘ 小曲面 

这族曲而为参数)与 Enneper 曲面是曲率线为平面曲线的 
极小曲面，这性质也是它们的特征. 

例5，⑻二 ( a， 《为实数).所对应的曲面称为 螺旋极 

W ■ 

小由面 （ Falchi ， 1896; Bianchi，Lezioni I). 

例 6 穸0) = (4 +趴）《- 2+| ^04,5,«为实数).所对应的曲 
面称为满线极小曲面 （Spiral minimal surface)(Darboux,Lemons 
I, A 396), 
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2 


7 梦⑻二 


这就是 Scherk 曲面. 

li 

—士 )( a ， &为 实数) • 

在这_面上有无数条抛物线. 6 = 0的情形可在 Catalan 

■ 

(1855) 的研究中 找到； 一般的情形可参阅 Peche(1891) 的讨论， 


1- 


b 




c 


，⑻二 


«n/ (a — ctgf)«(« +tge) # 

在这曲面上有一个单参数圆周族. Riemann , Enneper , 


Schwarz 与 Peche 等人先后都对它作过研究. 


3. Schwarz 公式 

这公式实际上是 Wderstrass 公式明另一种形式，因为 Schwarz 

曾应 用这公式作出过重要的工作，所以用他来命名. 

我们的目的是要证明下面的 定理： 

■ 

设在空间已知一条曲线及它上面各点的切平面（即通过曲线 

切线的乎态），则可决定一个板小曲面，使它通过所给定的曲线，并 
在曲线的各点与给定的切平面相切. 

凡是这种给定初值的问題一般都归于 Cauchy 问题，然而在 
这里我们特别地把它称为 Bjorling 问*. 




二莩曲面论 
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现在设《为复数，令 


1 一 U 


3^( u ) du , 


2 


3^( u)du 


V = 


2 


(u)du f 

且把 1,77, C 分为实数与虚数两部分， 

2 在〒疋 + tX\y 2 tj — y -{• iy\y 2^—~f~ tZfp 

则 0,2 S2：) 是一个极小曲面，而1* 1 = (0； 1 ,3( 1 ，；3 1 )也是极小曲面, 

如果我们用表示相互共轭的复数，穿 (《) 与沒⑻表示相互共- 

轭的解析函数，则 


Jd - 


f(l—v 2 )^(v)^;, 

^{\+u 2 W{u)du-±-[(l+v 2 )^{v)do 9 

4 s 

^ u 3^( u)du 

而且，当我们分别用 一 i 穸⑻与 i 沒 O ) 替换 穸⑻ 与绥 ( v ) 时，便 

得到 A , A , A 的表达式. 

如果在这两个极小曲面之间建立对应，使具有相同参数 ( tf , V > 
的点相互对应，则在对应点有平行的法向量 


2 


)穸（《)办+士 


■ 1 ■ ■ 
A - 


2 


z~ 


u f v i(v — u) uv — l\ 

-uv 1 十 ttV ’ 1 +«v/’ 


1 -! 


于是 


n * dr { ^0. 

_ 

另外根据I，仏 c 的定义我们知道 

+ dtf ^ + dC ^ — 0 9 


所以 


dr • dr = dri * dr { , dr - dr x = 0 9 


因此 


= A(dr x n ) f 

其中 A 是待定的因子.然而注意到 

(dr xn ) • (dr xn ) = ( dr • dr ) ( n - n ) — ( dr * n) z = dr^dr 

— dr ^ * dr tp 


我们知道4=土1,于是 


£2»^ = 士 （dr xw )* 

如果我们适当选取第一个曲面法线化正方向，不妨假定上式右侧 
的符号取正号，从而 


= (^ Zdy ~ Ydz 9 ^ Xdz - Zdx 9 ^ Ydnc - Xdy \ 

由此我们得到，一个极小曲面的三个坐标分量函数为 


dr x 


Re(2|)=Re[a: + i|Z^~F^ |, 

e z + i \^ Ydx~Xdy . 


X 二 


= Re (2^) : Re 


Xdz -Zd<x L 


2 ~ Re(20 ^ 

这就是 Schwarz 公式 . 

设所给定挠曲线0的各点坐标以及它切平面单位法向 
量 n 的分量叉， 1% Z 都是实变数 e 的正则 函数. 经解析延拓之 
后， x ， y ， z ， X ， Y , 2在复变数 r 的某个领域内都是 r 的解析函数. 
如果把这六个函数代入 Schwarz 公式，我们便得到一个极小曲面. 
身$别当 r 取实数值时，曲面上的点即为 c 的点 Or ( Z ), y ( f ), 2 (0)， 
也就是通过 <7;而且在<7的各点，曲面是与法方向 n =( X (()， 
1( ^)， 2( f )) 的给定平面相切. 
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由上可见， Schwarz 公式给出了 Bj & ing 问题的解答 . Schwarz 
还把这公式川干下列两定理的证明. 

定理 I 如果有一条直线落在某极小曲面上， 则此曲 面必定 

关于这条直线对称. 

证明如果把这条直线取为 3 轴，则沿这直线我们有 

Z — Of 

n 都是/的正则函数，由于直线的方程可写为 

x = 0 9 y - 0, z - 1 , 

如今又有 = 所以沿 3 轴 

x : COS a ⑴，1 

都是实函数.现在把《视为复变数并作 

「 r — 

— i j sin oXt、At ， 

J J 

j 

y = Re[iJ cos<7(^)^ 1, 

2 二 Re [>]， 

那么我们就得到一个经过 s 轴的极小曲面. 

当 < 取实数值时， 


(7( f)，Z = 


sin 


f = Re 


j sina (0^» j 

都是实数，而对于复数值 Z = r 及其共辆复数值《 积分 


coscr( V)dt 


iucr(t)dt 


s 


所对应的两值也为共轭复数,于是 


sin cr(t)dt 

的两值只相差一个符号而已.同理可说明积分 的实部 

| cosa( t)dt 


e 


Rci 



对应的两值也只相差一个符号.然而 Re(r) =Re(r), 所以曲面上 


对应于《 与《 的两点，关于2轴是有对称位置的 


定理 n 若一平面与一个极小曲面直角相交，则这平面必定 


为曲面的对称平面 


证明如果我们把这平面取为^二0,则平面与极小曲面交线 


的方程是 


n ⑴， y=y(t), z=o 


裉据假定，沿交线各点的切平而必定与2轴平行，所以 


X=X(t) 9 Y^Y(t),Z^0. 


当$为实变数时，式中的$(?)，〆（）;又 （O, 都是 < 的正则实 


根据 Schwarz 公式, 


x :二 Re[*r(f )] 


二 Rc[y ⑴], 


[小 arT - 由 

_ 

_ 

就决定了所讨论的极小曲面，但;对于一个复数值£ 及其典 
轭复数值 < 函数 $0), KO 各取共轭复数值，函数； rT — 〆叉 

也是 这样. 因此，所对应的曲面上点的坐标$分别取枏#的値 

■ 

I 

而第三个坐标 g 的 

两值只相差一个符号•所以 r 与^所对应的曲面上两点关于2 =0 

— • a 

为对称.证毕. 


z—Ke 


决定一个板小曲面，使它通过2轴，并且在其上各点与 


抛物面 Z =«1 相切 


抛物面 z = CS —的单位法向量分量是 






, Y = 


Z =— 


Vl + ? 2 + q 2 ’ 


Vl +， 2 +q 2 



2G4 


其中 


dz 


dz 


y 




doe 


于是我们得到 


， limF= v7+F 


f limZ = 0 


limX= - 




如果用 x^0,y=0,z-=aisint 来表示 2 轴，则在其上各点有 

X = — i tg^, Y = sect 9 Z =0, 

因而按照 Schwarz 公式，我们得到所求的极小曲面的坐标分 


董应是 


x =Re|^ 一 t j - -iacost dt ^ =Re(a /)， 

y=Re(—iKtctg^ )> 

_ 

z =Re(aisin t), 

如果再记 + 则所得的极小曲面为 

_ 

r • 

(i f § 9 z) =(a|, —asin|sh^, —acosishtf) 


m 1 ^ 


也就是 螺旋面 


决定一个极小曲面，使它以一条已知的抛物线为测地 


线 （ Catalan ) 


解如果一个极小曲面通过一条抛物线，并沿此线与抛物线 

■ 

所在平面直交的话，那么这条抛物线必为这曲面上的测地线.因为 

这时曲面在抛物线各点的法线与抛物线在同二点的主法线是重合 
的.这事实反过来也成立. 

现在我们把抛物线所在的平面取作2=0,并把抛物线的方程 


记为 


r(ip) ~( — psin 2 (p y 2pi sinqp, 0), 

圆对于取纯虚数的史值，分景函数: r (< p ), 3 T (9>) 都为实数.另外 



如用 S 表示抛物线的弧长，则 

ds 2 =dx 2 + dy 2 = — 4p 2 cos 4 qpdq> 
ds =2pi cos 2 ^pd<p f 


J = — 2p[cos l q)dq) = — p(^ 


99+ysin 2 ^ J ； 

这时抛物线在任何一点的法线应该是曲面的法线 ，它是 

dy dx n 

于是按 Schwarz 公式，所求的极小曲面为 

r = | Re ( — ysin 2 9 ?), Re ( 2yj 

Ref — <p -r-^sin 29 ? 


(- 


) 


n((p) 




<P) 9 


sin 


2 


其中已用到 


r t|(arT-^X)^ ]= Re^ifrfs) 


^ Re 


例 3 设已知一个斜柱面的底是圆周 z 2 

决定一个极小曲面，使它沿此圆周与该柱面相切 

这道题的解就是 Riemann - Enneper 曲面 


— R 2 =0, z =0 


叶 


附属极小曲面 


设一个极小曲面的方程为 


r ( u ^ v ) = A ( m ) + B ( v ) 


⑴ 


其中 A ( W )* B (2；) 满足 


A’(a).A’( 《 )=0, B f (v)^B f (v)=0. 

■ 

如果曲面是实的，则 m ， w 必为共轭复数，而且 A («), BO ) 的相应 
分量也互为共轭.所以对任何实数％ 

r *= e ‘ a A ( a ) 十(”） 

也表示一个实的极小曲面.这个单参数曲面族（参数为 a ) 称为原 


( 2 > 






第二章曲而 
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n 


曲面 (1) 的 Bonnet 附属极小曲面.特别取 


时，曲面 


ri = t [ A («)- B ( v )] 

就称为 （1) 的共轭极小曲面.例如，悬链面与正螺面便属于这一类 
型的两个极小曲面(参阅本节2,例1与例 2). 

从 (2) 我们容易知道 ，各附属极小曲面的我素 

ds^ 2 — 2A!{u) ^ {v)duio 

■ 

与参数 a 无关， JL 在对应点的法线平行. 

我们容易证明 Schwarz 定理：附属极小曲面的对应点在同一 


(3) 


个 椭圓上 


5. 单儒极小曲面 

一般的曲面总有面有里,也就是所谓的双儒.换句话说，从曲 

面上的一点出发，沿曲面上的任何环路回到原来出发点时，其法线 

的正方向是保持不 变的. 然而有些曲面却不是这样，当点沿曲面 

上的环路回到原来出发的位置时,曲面法线的正方向要改变.后一 
种曲面称为单傷曲面. 

现在我们要决定所有的单侧极小曲面. 

依照 Weierstrass 公式得知，在极小曲面上的一点 (a, v ) 处的 
单位法向量是 


+ v i (v~u) uv — 1 

1 ~hnv 1 + w” * titf 十 1 


7 


tl(tt, v)= 


果这方向与另一点 ( a , 处的单位法线方向相反，則 


1 +Vt 


+ V 


m 


1 +«i v x 


1 "r UV 


Vi-U l 


v~ 


/ 


卄 


«1 Vl 


i uv 


^ \ V ] — 1 

w-l 


uv — 1 

. .Bn - — 

uv 1 




2G7 


也诚是 


W! — -， Vi — 


V 




曲面上对应于 ( 〜，点的坐标应按 Weierstrass 公式去求，具体 


结果如下 




_ /Jo} 丄 - _ 

V Jv 2 ° 


~l du > 


X — 


V 2 J 


2 


2 


2 


u 


u 


m 




irdtt 


2 


2 


— V 9 


dv —\ A ^ 


du 9 


z 二 —— 


3 


V 


u 


也就是 


卜 ”!->(-+)! 


du + 


A* — 

A - - 


2 


[ u -叫 ♦(-+)! 


do 


+-二一 


2 


f( 


1 ! u 2 ) ] — V 夕 


du — 


2 


u 


u 


j (i 


do . 


V 


2 


v 


V 


\ 


_ \ CJ } 


du 


v -4^ 


dv 


z — \u 


u 


u 




V 


如果所讨论的曲面是 单侧的 ，则 O, v) <— 必定对 
应于同一点，所以函数 穸 (《) 4 它的共轭沒 (〃) 之间存在着关系式 


穸 （ M )=— 4 沒 

ift f 4 


„且其逆亦真 


当梦⑻=1-士时，沒⑻ =1 — 


于是 
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所以它们满足上述的充要条件.这个单侧极小曲面是 Henneberg 
(1875) 所发现的，它是一个十五次和五阶代数曲面. 


Plateau 问题 


经过给定的封闭挠曲线，作一个极小曲面的问题，虽然由 
Plateau 通过实验证明它的解一定存在，但是用数学方法严格证明 

这件事却是不容易的.这问题 •直到 1930年才由 J . Douglas 与 

T . Rado 在广义解的范围内独立给出证明①. 

基本的定理是：极小曲面与它的球面表示必成保角对应（§19，, 

习题 2)_ B. Riemann 曾根据这条定理研究过下列一些 问题: 

作一个极小曲面,使它经过两条异面直线. 

作一个极小曲面，使它经过两条相交直线以及与它们 所在: 
平面平行的另一条直线 # 

I 

3 - 作一个极小曲面，使它经过任何三条直线. 

作一个极小曲面，使它经过一个空间四边形. 

作一个极小曲而，使它经过两平行平面上的各一个多 


2 , 


4 . 


5. 


边形 


作一个极小曲而，使它经过两平行平面上的各一个圆周. 

在这里我们仅仅是举些简单的例题，说明过去的学者所用的 

方法而已.至于更复杂的问题及近代的有关发展，不是本书范围 
所能及的. 


6 , 


设极小曲而 r : :( u “） 的分量 函数为 


①直到最近， R . Ossorman 才证明：所得的解曲面确实是处处正則的——再販 


射加注 



(l-v 2 )^(v)dv, 


a? = ~ (l—u 2 )^(u)du n 


2 




y ^±\( l + u 2 )^( u ) du --~\( l ^ v 2 )^( v)dv 


{u)du-\-\^v^{v) dv y 


z — 


则它的球面表示为 


i (v — u ) 


uv — 1 


U 乒 V 


U , F , Z ) = 


ill 


1 十 uv ’ 1 A-uv 


"1" UV 


并且它与点0(«，^)，2(0，〃)，二(《,”)）间的对应是保角的， 1 


现在我们来求一个函数 a 二 （/ ( u ) ，使它满足 


da 


= 25 ^ ( u ), 


du 


于是 


J -»« ， 1 — I ■ ■ I ■ 

V 2 W ( u)du 


a 


. j 


如果分别与 a 来表示 (7 的实部与虚部，则 

f 

^^ 2 ^( u)du 

r y — _ 

-- W 2 ^{ v ) dv f 


O—Xx^r UJ\ 


cr = Xi~ ty x : 


# 因而(7平面的线素就为 

\da\ z = d^l -\-dy \ — 2V W(u)^(vjdudv 

但极小曲面的线素是 


ds 2 — (uv +1) 2 ^ (u)^{v)dudv f 

所以极小曲面与 a 平面之间的对应 

(T ~ (J (M) 

也是保角的 • 因此 ， Gauss 球面表示与 a 平面间的对应是保 


对应 
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在 这对应 之下， 极小曲面的曲率綫与 CT 平面上平行于实、虛 

• • 

轴的直我互相对应， 

事实上，由 


(u) + —(l — u 2 )^' ⑻, 


UH 


2 


iu^(u) f ~(1+^ 2 ) ^ (w ) ，％ (幻 + («) V 


2 


— vf^{v) -f o (1 — ” 2 ) 少 (V ) ， 


T vv = 


— iv^(v) — 


(U ^)^(^) ，沒 (y) + f (v) 


我们得到 


L~n*r 

U, 


— 3^ (?i) ， 


uu 


N ~ 


—沒⑻, 


vv 


所以曲率线的微分方程为 


^ ( «) du 2 — (v) dv 2 — 0 


这方程又可写为 




^/ 23 ^( u ) du ± ^ 2 ^( v ) di ^ -- 常数， 


怎 i + 4 i 士 （％ — {%)= 常数， 


也就是 


常数，或 K = 常数. 

s 

另一方面，极小曲面的渐近线 平分曲 率线间 的交角，而上列的 

对应又 是保角对应， 所以极小曲面的漸 近线在 or 平面上 的象是同】 
实袖和虚轴成45。交角的两系平行殘， 

为了说明如何应用上述原理，我们舉一些例子于下 





极小劭 m 


271 


例 1 作一个极小曲面，使它经过两条异面直线 

假定所求的曲面存在，如我们把两直线所围成的曲面部 

分对应到 Gauss 单位球面上，则得到两个大圆之间的领域，而且 

I 

各个大圆所在平面与对应直线相垂直 


FliAfl 


29 


其次，将极小曲面对应到 a 平面.因为直线是曲面上的渐近 
、曲线，并且根据假定原两直线不相交,所以 or 平面上的象必定为两 
条平行直线，而且与一坐标轴，例如义轴，相交成45。角.于是我 
们在0^平面上得到两条平行直线构成的带状领域(参见图30的右 


m 


Vi 


y 


平而 


0』 平面 






平面 


平面 


30 


另外，把单位球面上的点用球极投影 (stereographic 

f 4表示复数.因为球面 


projec - 


Won ) 保角地对应到《平面，这里 
点的坐标为 


U — X 


u-\-v i (v 
\ uv ' 3 


1 


?/. uv 


(X f Y f Z ) 二 




: UV 


uv, 





所以把它从北极 (0,0，1) 投影到料平面时，它的象的坐标是 


( m + v )， y 二二 {v—u). 


2 


2 


即 


怎 *4" 丨夕 zt 


田于^平面与 M 平而之间的对应为保角对应，所以我 们讨么 的问: 
题就归结于下列两领域间如何建立保角对应的问题(图 30). 

先根据变换 


au 


InM (a 为实数)， 

把祕平面的领域保角地对应到 《' 平面，从而得到它上半平面中的 T 
带状 领域. 然后把它旋转 4 5 °， 而 il. 变换； H: 宽度使它与 a 平面上 
的对应带状领域相同，这时所需的变换是 




a~ pu f e 


(p 为实数) 


@此，《平面到 a 平面的 变换是 


P 


]r\U 


由此我们得到 


/da 


P 


2济⑻= 


du 




穸⑻ 


( Q 为实数)， 

I 

因而我们所求的极小曲面为正螺面(参考本节2,例 2). 

例2已知两条直线 AB ^ AC 与一个给定平面相交于 B、 0两~ 
点. 决定一个极小曲面，使它经过 4(7, 并与给 定平面直交. 

假定所求的曲面存在，并按上例方法作它的 Gauss 球 面:’ 


㈤ 
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表示.这时除了两直线 ab、ac 必须变为两个大圆外，曲面与已知 

平面的交线也必定变为球面上的一个大圆，这是因为沿交线曲面 
的法线落打已知平面内，与固定方向垂直.于是曲面的边界 ABC 
在球而上的象是一个球面三角形（仍记作 ABC ), 

设这个球而三角形 ABC 的内角为; br . 


经过保角投 

影以后，在 M 平面上就得到一个圆弧三角形（还是记作它 
的三个内角还是(图 31). 


JUJt 9 V7T. 


Vl 


V 


A 


A 


u 乎面 


f 平面 


C 


C 


B 


xj 


31 


两直线与是曲面上相交的渐近曲线，它们的象为 

_ 

平面上的两条直线，并且它们各与坐标轴成 4 5°角.至于曲面与 
给定平面的交线则为曲面的曲率线（可由 Joachimsthal 定理 

或定义推得)，所以它的象是平行于一个坐标轴，比如 a 轴的一条 

■ 

直线. 因此，在^平面上我们得到一个等腰直角三角形 

一般在《平面上已知一个圆弧三角形时，我们把它的 


or 


纛 


个内角设为 （1 — ( y - a - fi ) jt , 如果要把三个顶点 

义艮 C 分别对应于/平面上的0、1、 


:点，并把三角形的 

■ 

:内部保角对应到《平面的上半平面，这时所需的2换是 


广 — V ，# 十 1 — v ，2— u ) 

… ■ ' ■ -■■■ " - - | -… _ 

F(a f p 9 y;t) 

式中 C 为常数， F ( a , p f y ; i ) 则表示超越儿何级数，也就是微分 


u = 


(1) 


、方程 


d 2 y 






{ y — (oc + ^t \ 


a 0 y = 0 


dt 


dl 




的解.其证明从略，读者可参阅笈变函数论，例如 

Forsyth 著 ： 《Theory of Functions》. 

Picard 著 ： 《Traitd d’Analyse 》， 第三卷 . 

对我们所讨论的问题， 

1 — y = A, y — ot — 沒二 //, 


h ， 


也就是 


y = l — A, 


— ^ — ~ — fi—v) 


最后必 须求/ 的上半平面到 a 平而上三角形内部的保 

三点分别对应于山对此有 


角对应，使得 t=a，t 二 b， 


Christoffel-Schwarz 公式 


I 

式中， a；r， 芦 jt ，y；r 表示 a 平面上三角形 ABC 的三内角.在我们所 
讨论的问題中， 


a^K 


(反为常数）， 


~ y = —- ;05 = 0,6 = 1 


a — 


, C = 00, 


^ 9 


2 


于是 


dt 


CT ~ f [ 


( 2 > 


, i s 

从 （1) 与 ( 2 ) 可得 ct = ct ⑻，于是我们得到穸⑻=丄(化） 

2 \ du / 

9 

■ 

曲率线都是平面曲线的极小曲面 

I 

设《，”为一个极小曲面的极小曲线参数，则曲面的线素为 

ds 2 = 2F du dv 9 


2 


1. 


式中的 


F = 


(1 ruvy^(u)f^(v) 




2 
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这时，曲面的基本微分方程是 


F 


免⑻ n. 


u 


r 


r u 


u 


u 


F 


UV 


F 


fr v ~^( v ) n ; 


vv 


F 


^ (u) F 

■, ■ I ■ I I ■ _ — 

，⑻ F 


u 


ni 


uu 


Uf 


- im-i 


UV 


V 


m 


vv 


V 


曲率线的微分方程为 


3^(u)du ? 一 ^{v)dv 2 — 0, 


改写后为 


du 


^( v ) 


~-=eP 


P = 


W { u ) 


v 


其中£=士1对应于两系曲率线 • 容易知道，曲率线在其上一点 
(«, 0处密切乎面的法线方向为 


2 


1 dr 


iF dv X ~d^ J 


p — 




du 


式中 S - 


= + 等等 


dv 


dv 


然后，按上述的基本微分方程计算的结果是 

p=(eP^-P^ 

要想使这样曲率线都是平面曲线,沿每条曲率线，密切乎面必 
须不变，即 


— PP^ — eP 


— 2P 2 n u + 2ePn 


V 


V 


矿 cv ， 




是适当的函数.由于 


dp 


= ePv u + v v , 


dv 


所以要求的条件为 


1 — 


4 m 。 

梦 2 o) 


51 芝 ㈤ 


穸'⑻ 






^( v ) I ^(vY 


梦 （《 ) 」 3^(u) (v) 


( S ) 


于是均须等于常数 


因为 ( S ) 式与£无关,所以我们得到 


定理若极小曲面上的一系曲率线都为平面曲线，则另一系 


曲率线也全是平面曲线 


我们来求这种极小曲面，它对应的函数 $(«) 应是 


穸"⑻— 5 ，' 2 ⑻ 


=常数 


4二 


麥 2 ⑻ 梦 3 ⑻ 


的解.如果穸 ' ⑻= 0,则穸⑻=常数，于是我们得到 Enneper 




面(本节2,例 3) 

如果贤00 #0,则它的解为 


^ (m) 二 


[(« + c 2 ) 2 + c 3 ] 2 ’ 

其中 c if c 2 , c 3 都足常 数.所对应的极小曲面为 Bonnet 曲面(本节 
2,例 4). 


习 


1. 设螺旋面的方程为 


= (reosOfTsinOy f(r) + 祕)， 


式中，为常数.求函数 /( r)， 使它成为一个极小曲面 (Falcbi ) 

2. 设見是极小曲面 S 的附属极小曲面， 


证明： 及^的曲率钐对应于5 


上与其曲率线成等角！ a 的曲线 


2 


3 ■设 Enneper 极小曲面的方程是 



29. 极小曲面 
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( 3 a -j- 3 a /3 2 - a 9 9 -3/9—3a 2 /9+/9 5 , 3a 2 - 3 / 9 ^) 


说明下列事项 


( a ) 这曲面是九次代数曲面，即它与任何一条直线有九个交点。 

( b ) 直线 z ^ 0 9 x = y 与直线2 = 0,都在曲面上，而且是它的对称 


轴 


( c ) 曲率线是曲线 or =常数和沒=常数.各曲率线是亏格为零的平面 


曲线，而且所/I•:平面是 


x+az—Sa — 2a^ = 0 


tf+fiz-h^^2j3^0. 

( d ) 曲率线的球面象构成两系 [Mi 周，各圆周所在 &平面 都通过两个定 


点，而且这两个定点又落到球面在一点的两条直交切线上 


( e ) 渐近曲线的方程为 


a4 常数, 


&—芦=常数, 


而且都为三次挠曲线 


(/) 曲面与旋转面互为变形. 

( 9 ) 它的附属极小曲面都与原曲面有同一形状，而且决定于摒曲面绕 


z 


轴的旋转 


( h ) 巳知二条抛物线（焦点抛物线) 

j»i(<ar) = (4a, 0, 2 a z — l ) 9 


( I > 


Pi (^) — (0, — 4 / j 9 — 2 ^+ 1 ) 

连接 （ I ) 的任何点 《 与 （ II ) 的任何点於，并作连接线段的垂直平分平面，则所 
有这残平面包络成一个 Enneper 极小曲面 

4 - 在两个共轭极小曲面上，取对应的两条测地线， 证明： 其中一条曲 | 隻 
在一点的曲率必定等+对应的第二条曲线在对应点的烧率 (Bianchi, 1884). 

[提示：设 r ( s ) 二 U ( s )， y ( s )， z ( s )) 是曲面5的一条测地线， s 为弧长， 
尺为它的主法向暈 • 根据本节3 ,共轭曲面&上的对应曲线 ri = ( x i 9 y l9Zl > 


(ID 


(Darboux) 


满足 


dr x — 士 (TVX 盖 ) 干月 如， 

这里 S 是第一条曲线的从法向量.于是 

— ip 


dr i dr i 


d 2 r t d 2 r t 1 
■ ■ • ■__■■■ ■ _ _ 

ds z ds z p z 


因为 


，所以 ^!= fpf # ] 


ds ds 



第二章 
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5-决定一个极小曲面，使它以已知圆周为测地线. 

6. 证明： 正螺面是直纹面中唯一的极小曲面 (Catain，1842). 

7. 证明： 极小曲面上的曲率线以及渐近曲线分別组成等温系统， 

8. 设 r(u f v) = Or («，?;)，¥(«，幻，2(«/，”)）表示一个极小曲面;》^(«，”） 

(x 0 {u 9 v) f y^ (n, v), 表示它的共辄极小曲面，并设 ir 为任何实数，則 




由 


1+* 2 h Z -l 


\+kK. , k 2 -l 


y 一一 


Vof Vi = — 


^i = 


a: — 


工 0 ，之 1 = 名 






2k 


2k 


2k 


2k 


决定的曲面 n=(A，l,A) 也是一 个榜小 曲面.并且当用相同的 (!i, 0值与 
原极小曲面作点对应时，这个对应必定是保角的 （Goursat, 1888), 

9. 最一般的极小曲面 r=0r,y,f 决定于方程 

j/U)eos,rfZ), 


x = Re( ie i 


y^Re 


te 


之 = Re{ e^^fiDdl 


式中， a 为实常数 （ Peterson). 


在上述公式中如令 a = 0, e il = is f f ( l ) = 2 ts 2 Sf ( s ), 則可得到 Weiers- 
trass 公式. 

10. 证明： 在极小直线 


= 0, 2 = 0的周围所作的虚旋转曲面 k 一 
妗) 4 +30^+浐+的=0是极小曲面 (Geiser). 另外，连接三次代数极小曲 
线上的任两点，其线段中点的轨迹 2 (z — iy ) 3 一 6£ (x — $ 9 )^ — 30r+iy) =0 
也是极小曲面. 


x—t 


(Lie, 1879) 


w 




i - 定义及基本量 

如果一个曲面在每点的两个主曲率半径私与尽满足形如 

/(及1，及 2) = 0 

的关系式，则此曲面就称为 Weingarten 曲面或曲面.这类 _面 
最 初是由 Weingarten ( 18 62 ) 研究的，它们 构成了重要的特殊族 


( 1 ) 
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例如，极小曲面 oj 与常总曲率的曲面常数>都 

属于这类曲面 . 

把 ( 1 ) 分别关于 《 ,v 偏微分，我们得到 


df dB x di^ = 

dR l du ^dR 2 d ~ 


df dR x df dR 2= 

風 m 十丽2瓦~ 


由于# 与&不能同时为零，于是 

1 QR 


k 


du 


du 


dRx 3R 




dv 


V 




反过来，如果等式 ( 2 > 成立 , 则变量 a, t> 的两个函数及 ，札 必定函 
数相关，也就是有形式 ( 1 ) 的关系成立 . 

如果我们把灰曲面的曲率线取为参数曲线，这时 

F=0 > M=Q y 


3 ) 


(3) 


曲面的线素为 


ds 2 =Edu 2 + Gdv 2 , 

而两主曲率半径私， /? 2 的值则等于 （§ 15 . 4 , 公式 ( 3 〉) 


(4) 


E 


G 




R 2 = ^ 


(5) 


V 


N 


另外，这时还成立 O. Rodriques 公式 （ § 16 _ 1 ) 


( 6 ) 




= —r v . 


Rz 


Gauss 方程现取如下形式 




LN 


V 丽 


,(7) 


V 丑 


2 


du 




dv 




Rlltz 


Codazzi 方程则为 



9N 1 (L r N\9G 

du ~ 2\E^GJdu f 


dL 1 (L x N\2E 

dv ~ 2\E^G/dv J 

我们可把它们改写为 


⑻ 


d E\ 1/1 .1\9E 

3v\Rj~ 2 \R,R Z / dv $ 

9/G\ 1/1 t 1\9G 


m 


也就是 


V¥_ -1 9Rj 

R \ R \ — i ?2 ’ 


In 


v 


(9) 


^/G 1 dRz 


du R 


2 


对于一个灰曲面， （9) 的第一式右端的私按 （1) 可被表成为 
私的函数，同样 (9) 的第二式右端的丑,也可被表成为札的函数, 


所以 


仅仅为《的函数, 


Ri 


i ?2 — Ri 


r dR 




In 


仅仅为 w 的函数 


Ri — R 


2 


除了 r ] 9 r 2 中有一个为常数或氏=尽外，上列两积分都为有限 
因此我们有 


dUi 


I 


/ 


dB % 


2 


E=R\ /(«)e 


^G = Rl<p(v)e Jb ^ b k 


i ?->— It 


( 10 ) 


如果以 


u 


V 


Vf(u)du f j ^/qp( v ) dv 

4 

为新参数，且仍记为 a , V , 则灰曲面的线索仍为 

= E du 2 + G dv 2 , 


( n > 
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但其中的 


E= R?e 2 G=Rie 2 ^ 1-^2 
进而，我们来作灰曲面的球面表示.根据 (6) 与 （12), 得到 


( 12 ) 


e =^ i = 


E 


(13) 


/ = 0 , 


G 


rn 


于是 


dcr t =edu t -\-gdv 


(14) 


由 Gauss 方程 (7) 所作球面表示(凡尽 =1) 的对应方程为 


d / 1 U 

du \/ e 9u 

现在我们导入辅助参数 


(15) 


二 ^ 0 J R\~ 


(16) 


m 


并且把足，尽看作 w 的函数，例如 

R\ = <p{w) f 


(17) 


从 （16) 可得 


_1 dR x 1 

Ri — R 2 dw 




或者 


< p f ( w ) ^ 1 

R\ — i?2 u 


(18) 


从而解得 


R } = (p(w) f R 2 =q>(w)— w<p f (w) 

这两个值必须满足条件 (1). 把 (19) 代入 （1), 求所得 的微分 

方程的解炉;利用所得的炉再按 (19) 计算私 与尽， 并把它们的值 
代入 (11) — ( I 4 ),这样，我们就得到下列重要的 等式： 


(19) 
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<p(to) —wq> r {tv) 

<P f (tv) 

^(p(w) —wqp f (w) 

I (p f (w) 


E = \^-\ 


( 20 ) 


， f=0 9 g 


(pM 


dv 2 ; 


ds ^ = 


du 2 + 


( 21 ) 


m 


( 22 ) 


f=0,g 


e 二一 


(wY 


9 




dv 


du 


(23) 


a 


( w ) 


<P 


as 


在等式 （20) — (23) 中， w 仍旧是 《, 0 的待定函数.如果将 
(22) 代入 (15), 容易知道 w 满足的微分 方程： 

^<p n (w)ww u ) , d iq) , (w)w v ) 

rvHwT\ + ^i 1? "1 


d 


(24) 


wtp* (w) 

从 ( 19 ) 一 ( 23 ) 我们得出两个 定理： 

1 如果将一个灰曲面表示到球面，则我们总可选到粉 

率钱参数 《, v , 使曲面的第三基本形式具有 （23) 的形式，式中的设 

是 v , v 的函数. 主曲率半径则决定于 （19). 

定理 2设 w 为 m , v 的函数并满足方程 （24), 则必存在一个 
灰曲面，使它的基本量为 （20) 与 （22). 当已知球面表示的线素为 
(23) 吋，除绕原点的旋转以外，我们完全可以决定 n ==( JC , r , Z ), 

式中， ， 


m 




(25) 


ilfvinVmi] 


w<p f (w) 


这样决定了 n 之后，我们按照 


{Riti u d?i R 2 n v dv} 


( 26 ) 


r— 一 


即得所求的 W 曲面. 

设所讨论的曲面为极小曲面，即丑由 （19) 

2<p(w) —wq> f (w)^O f 
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历 2 , 于是 


所以 < p ( w ) 




2= " W+ 咖 2), 

* d « M 


(T 


(27) 


2 


ds 2 =~(du 2 ^dv 2 ), 


式中 


9 2 \nW t d 2 h\W 1 


2 


du 


dv 


W 


令 






— t V 


且削我们便得到 Liouville 型的微分方程 


3 2 1 


n 


(28) 


3缺 


这个方程的解为 


_ 2U f u)r(n> 
[f(!)+F ⑻] 


2 * 


也就是 


E/(m + iv) VViu—iv) 


f (u-hiv)V ( («— iv) 


2. 灰曲面的一个特征 

沿曲面的一条曲率线所引的曲面的法线必组成一个可展曲 
面 ，一 般它是某一挠曲线厂的切线曲面.对于一族曲率线,就可得 
一 族曲线厂，它们便构成一个新曲面.因为原曲面有两族曲率线, 
所以可得两个新曲面，我们把它们记 为&与 况 2 ,称为中心 曲面. 
凡是在原曲面同一条法线上的&与^的两点称为它们的对应 


点 
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我们提出一个 问题：当&与 &之间的对应满足什么样的条 
件时，原曲面才是 w 曲面 呢？ 答案 如下： 

定理设汉〗，沒 2 为一个曲面《的两个中心曲面，并它们以原 
曲面同一条法殘上的两点为对应点，如 果&与 S 2 的渐近曲线亙 
相对应 ，则以 必为 TT 曲面，其逆亦真. 

证明设《 ，〃为 占的曲率线参数，于是 


F = 0 9 M = ()• 

记以 的位置向量为 r = r («， w )， 并记单位法向量为 w ( a #、》), 我 


们有 


9 


1 9 


9 


1 9 


T 




d 




R 2 dv 


dv 


根据定义，見 与&的 位置向量广= (&,%,匕)与 r *=(| 2 , 

刀2, O 分别为 


r x = r + R 2 n 9 

r 2 = r + /?! n . 


对第一式微分, 


1— ㉟ 3 —跗 


m 


r 






du 


it 


V 


V 


所以& 的第一基本量为 


2 


2 


Rz 


E X =E 


1 — 


Ri 


p _ 3^2 


du dv ’ 


2 


Gl = 


二 ±(卜 I ) 尝 


^1 的单位法向量是 




30 . l\ 




9 


1 = 士^^ du 


r x 


也鱿 


H 


/ 厂 


9 


€ 


(芒二 士1) 


r 


现在我们转 到对& 的第二基本量的计算 




L ] = — 




n ! 


du 


du 


R 2 \9 

II I ■ I 

Rjd 


d 2 


dR 


d 


e 


1 — 


V'G9ud^ r + M 


r 




9 


dv 


m 


(7A 


RA 9 

Rjdu dudv 


d 2 


€ 


r 


i Rz\ 1 dE 

i 一 - r — 


E i?2 ^^1 

Vgb \^ $ 


€ 


^r— =e 


… ■■ ■■ pp , ■__ 


Rx 


dv 


9 


9 


Mi = — 


L*J 


dv 1 du 


d 


d 


dR 


) 


S 


N \ = — 


2 


^ rr , 


dv 


9v ^/^\9v 2 


a 


V 




9R z 


e 


dv 


Rz 


所以 


Lr.M^N^-ERl^iOiGRl^ 

av 


9v 


用同样的方法我们可以求出 & 的第二基本量，从而得到 


L z :M 2 :N 2 =~ERt^:0 ： 


du 


du 


因而我们知道，这时条件 

i ? 2 ) 


3(«> v ) 


就与 
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L l ： M 1 :N l = L2 ： M 2 ： N2 


为等价 


证毕 


本定理是 Ribaucour (1872) 发现的 


习 


h 设 W 曲面的两个主曲率半径为并且它的两个中心曲面 
在对应点的总曲串为证明 


K,K 2 = 


( Halphen , 1876) 


(Ri — R%) 4 

2. 凡是满足同一关系式的所有怀曲面必有下列 性质： 它 
们的中心曲面 A 都可变形为同一个旋转面，其中，尽的测地线变为旋转面 
上的子 午线，而且在 A 上， 尽 =常数的曲线則变为平行环.对于札也是同 


样的 


3. 设两中心曲面在对应点的曲率线互相对应，则原曲面是尽~及 2 =常 
数的硏曲面,且其逆亦真.再证明 ：这时 常数. 

I 设》为常数，⑵是原点到曲面切平面盼距离.试讨论尾的 


曲面 ( Appell , Goursat ) 


5. 凡是曲率线都为平面曲线，而 且屯. 屯或者士等于常数的曲面, 
必定为旋转面 ( Dini , 1868). 

I 

6 , 如果屯=常数的曲线与曲率线相交于定角，则这曲面必定为螺旋面 
( Raffy , 1897). 


7 _灰曲面的中心曲面与旋转面互为变形. 

我们运用消去法以及已知函数的积分，必能解决求一个 fF 曲面的曲 


8 . 


率线问题 


用运动学讨论曲面的方法 


1. 运动学初步公式 

本节将叙述由 Darboux 所首创的应用运动学方法的曲面论. 
设 OX , OY 9 OZ 为固定的直角坐标轴; Oa :， Oy ， Oz 为固定于运动棚 
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体的直角坐标轴，这时0为固定点.我们假定，⑽三轴 

上的单位向量 i, i, fc 在动轴加，外, Oz 上的分童都是两独立参数 

的一些函数.设固定”而变动《，把 w 看作时间，并设在时间 
«时刚体旋转的角速度向量 D 相对于动轴 Oh Og 的分解是 

Q ={ P f Q t R ), 设 K ) 是动点 r =(: r , yy ) 在固定空 

间的速度向量被分解于动轴 0 x ，0 y ，0 z 上的表示式，则成立如下 

的关 系式： 




dr 


+ Qxr 


V = 


( 1 > 


dU 


特别地，当我们取固定向量的端点作为运动点时，就有 

^ -\-Oxi = 0 m 


( 2 ) 


du 


-™ fjx j—0 9 


(3> 


2 u 


fe 丨 


£2 x k = 0 9 

必须 指出： 在 ( 2 ),(3),(4) 左端中的 i 、 i 、 fc 是方便上作为各固定 
单位向量相对干动轴的分解式所表示的向查而出 现的. 

同样地，如果固定而变动 V ,并设在时间》时刚体旋转的角 
速度认相对于动轴的分解为仏，则必成立 


(4) 


du 


3i 


$ +DiXi=0 ， 




( 5 > 


iXj = U , 


2v 


dk 


+ /3i x k —0 




v 


我们把 (2> 式关干 t ; 微分 


菩 + 竽 xi + 

dudv dv 


X ^-= 


dv 
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并根据 (5) 进行改写, 


dH +?^xi + (Q 1 xi)xO=0 


dudv 


V 


同样地，如把 (5) 的第一式关于《微分，并利用 （2) 进彳 7 改写，则 


可得 




L xi + (Dxi) xi3i = 




把所得的两个式子边边相减，并利用双重叉积公式化简 

(Qxi) x 1^!— (I3i x i) x Q 

=— + — — x £2) x i. 


于是我们得到 


dQ x 




i xQ 


XI — 


9u dv 


完全类似地，我们可得 


901 ^-- Q.xQ 


( 






3v 


OU 


dQl 


x fe= 0 


d 


dv 


因此,角速度向量公，公 i 必定满足关系式 

1 d£i 

dtl dv 

其次，设运动刚体并不是单纯地绕 o 点旋转.我们取固定于 
柳体从而与其共同运动的坐标原点 <9'和坐紜轴 O f x f 0、，0， z . 当 

固定《而仅变更时间《时，设动坐标系的原点 0' 的速度 W ， 在动 

坐标轴上的分解为 v 0 f = a , v f O . 反过来，当固定变更时 

间《时，设点的速度 VoM 在动坐标轴上的分解为 Vo f y =( L , 
vifCi )- 这样一來，动坐标为 

速度，这速度参考于动坐标系采取如下表达式 


t xQ = 0^ 


(A y ，2；) 的点在固定空间中各有 
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当”固定而》变动时， 


^ + V 0 ^ Qxr ; 


当 t* 固定而 w 变动时 


dr 


+ V 0 ^ + Q 1 xr 9 


dv 


由此我们可证明如下的关系式 

9£2 dO { 

dv 9 u 


* — ■ ^ 


( 6 ) 


Vo ^ 


0 f \ — Qx xV 0 f 9 

?u 

实际上，我们可从原点0作 O f x 9 0 % 0 , 2 的平行轴( V , Oy \ 
Oz \ 并考察这个直角坐标系的运动，虽然它仅是绕0点的旋转.因 
为当固定 ”时, 它的旋转角速度在/轴上的分解为公= 0% 
<?,丑)；当固定《时， 则为认 =(匕,〜/^).这就是我们在开头讨 
论的情形，所以 (6) 式成立，再设 T ， T \ 分别表示标架 .( T { jr , y , j 8}, 

0{$»'}，并设一个固定点的位置向量关于『的分解为1^(«,«0 

= (x{u,v),y{u,v) ,z(«,v)), 则 

~- hVn f + Ox 


(7) 


dv 


( 8 > 


du 


o f \ + x r -- 0 


(9> 


dv 


将 (8) 式关于 《 微分，并利用 (9) 进行改写， 

^v^~^v° f X r + V ° ，1 x ^ + ( 公 !xr) x<Q = 0, 

同样地，将 (9) 式关于 m 微分,并利用 (8) 进行改写， 


^° ! + '^f^ 1 xr + VV x/3i+ xr) xQi = 


err 


3v3u 3u 


d 


W 所得两式边边相减,我们得到 
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3 V 0 /i 9 V 


-"I - o f ^ Q f \ x 


o 


du 


dv 


. ( dQ x dQ 

^~\du "一 'dv 

注意到这时 (6) 式已成立，因此 (7) 式也成立 


— a 1 x 


xr = u. 


应用 


为了把上述公式应用于曲面论，我们把动坐标系6 yw 的原 
点仏 取在所讨论曲面的生成点，并把;5轴取为曲面在 W 点的法 
线，则 


y o ,= (!，"， o),v 0 , i = (ii,»?i»o). 

我们用表示⑺在曲面上所画的无穷小曲线弧长，并用 © 表示 

轴与所论曲线弧在原点的交角.由于 w 点运动的无穷小向量为 

VVdtt + VWt )， 所以 

_ 

coa<p 9 ds = idu + i\dv $ sinca^ds — ijdu + rjiiv. 




⑴ 


坦而 


ds % = (idu^~i l dv) 2 + (rjdu+rjidv) 

在轴上从0点沿 fc 方向截取单位长,记它的端点为《»,! 
点运动的无穷小向量应为 ' 

(Q xk ) du - {- ( Q x xk)dv 

:二 (Qdu + Qxdv ^ — Pdu ~ P x dv 9 0). 

所以，当我们把 m 点所画的无穷小曲线弧长记为 rfa , 而且把它与 

I 

轴在原点的交角记为0时,则其间成立关系式 


2 


im 


X 


cosO^dct = Qdu-\rQ x Av f sinfl 


= — Pdu — P\dVp 


也就悬 


= (Qdu+Q^v) 2 -^ (Pdu + P^dv) 

这便是曲面的球面表示的线素.由于® -61 等于曲面线素与其对应 




2 
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球面表示间的角度,我们得到下列关 系式： 

(co — 9) •da— (Pdn + P\dv) cos6>+ (Qdu + Qidv) s 
(co — 6) *dor= (Qdu + Qidv) cosco— (Pdn-hP\dv) sinca. 

曲面在一点 化的 切平面与它在邻近点 0" 的切平面相交，这条 
交线的方向称为方向的共轭方向（§ 14. 3). 若记交线方向 

为 Or , y , o ), 由于这方向和曲面在两点的法线都翁直，所以 
duldv 方向（即方向）的共轭方向 （ a ;, y ,0) 必定满足 

(Pdu-\-Pidv)y— (Qdu+Qidv) 

% 

设这个方向与 G ' a ： 轴的交角为6^,则 


sin 


in 


cos 




iPdu^P\dv^ sino> f — (^QduQ\dv) coso’ = 


如果我们用加 ，如 表示共轭方向的微分，由上 


dscosco 9 — 1<5»+ i\dv, ds sino) f =ridu-hr}idv 9 


于是共轭条件为 


(Pr} — Qi)dudu+ (Pirti^Q\i\)dvSv 

h 

+ iP^h—Qlxhdudv^ (P\rj—Qii)8udv = 

因为这关系式关于 A 3 是对称的，所以 

+ P\Sv) sino>~ (Qdu^-Q\dv) coao^Q# 


这个事实也可利用那个由 sin ^ dar , cosd . rftr 的算式所导出的关 


系式 


cos(a> f -e)da^ (Qdu + QJv) cose/- (Pdu+P^v) sino) f 

以及 6/ —6= 4 来 证明. 


2 


自共轭方向，即渐近方向，则定义于 

{Pr)-Qi)d;u 2 + {Pri.-Q^ + P.n-Q^dudv 

+ ( P \ Vi ~ Qiii )^> 2 = 0 p 


也就是 


(,Pdu-\~ Pi<fe?) sinco — (^Qdu + Q\dv} co 



曲率线法曲率涮地曲率及 Laguerre 定理 

在动坐标轴 z 上取一点 


辱 


r = (0, 0, p). 

它的无穷小运动向量相对于动轴可表为 

dr-hV 0 ^du-rV 0 r } dv+ (Q xr)du+ (Q x xr)d& 

= (idu^i t dv + (Qdu + Q x dv)p P 

rjdu 十 rjidv — （Pdu + Pido)p,dp)* 

如果 w 点沿曲率线的方向运动，则这无穷小向量必须与《轴相切 r 
所以对于曲串线来说应成立 


玄 < fc * + &<fo + (Qdu p = 0 9 

■ 

rfdu — (Pdu-{- P t dv) f) = 0, 

由此消去 P , 我们得到曲率线的微分 方程： 

(Pdu + P^ddu-hi.dv) 

+ (Qdu + Q t dv) (rjdu 十卟办 ） =0 

反之,如果从前面的两个方程消去也:办，则 

p^iPQx—P iQ) + p (Qffi—QiV~~iPi + liP) 

+ !”i 一！ i»?=0, 

它的两根就是两个主曲率半径. 

一般来说，若从原点0作一个单位向量使它与一条曲线的切 
线平行，并且把曲线的弧长 s 看作时间，则此单位向量端点的速度 

等于曲线的曲率+，而且速度的方向合于主法线的方向.如果从 

原点 ⑺作 一单位向量使它与曲面上一条曲线的切线平行，则其端 
点关于 A 的分解为 


(1) 


T — ( cos 。， sinco f 0). 


而且端点的无穷小运动向量则为 



论曲面 


31. 用运动 〗 


dT + {QxT)du + {Q x xT)dv 


(— sincoda>~ sina>(Rdu^Ri dv ) ， 
coscodcon- cosa>(iB(fe/ 十 /^ dv ) ， 




sinco^Pda 十— cQscoQQdu + Q \ dv )) 9 

把曲线的主法向量 N 与 2 轴的交角分别记作我们 


便有 


—COs| r , —C08TJ r f —COsC f 


—Nds 




r 


r 


r 


T 


— (— sin<o{do)-\-Rdu -\-R x dv ) 9 


cosco{dco + Rdu +i^(fo), 

<o(Pdu 十 I\dv) — coso)(Qdu-hQidv)) t 

现在，用 /7 表示曲面的法向量与曲线主法向量之间的交角，则 


sin 


cos!’= 一 sinosiniJ, 
cos”’ = coso) aini7, 

cos^= cos 77, 


于是 


cobJJ 




= BinoiPdu + P ^)^- coscoiQdu + Q ^), (2) 


r 


sinlJ'ds 


= dco + Rdu+R l dv 


sin /7 


cos 77 


这两个公式的应用特别广泛 


是测地曲率 (§21. 2), 而 

则是法曲串 （ § 15. 2), 所以测地线的微分方程应当是 

dco^Rdu = 0. 

凡是使法曲率取极大或极小值的方向是曲率线方向，它由下 
列等式所 定义： 


r 


r 


(4) 


COS 


r 
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然而 


Pdu ^rP { dv 


Qdu+Q x dv 


CQS ^ Z_ silica 


—^ COSCi? 


ds 


ds 


而且 


^du 


rjdu + rjidv 

_■ I H. 


， si 


C0S6> = 




ds 


ds 


du Ao 
ds 1 ds 


或者由此解得 


du Tficoso—^isino) dv isinco—Tjcosci) 

rjii—rjii 


ds~ 


，厶一 


7 j\i— 7 ]ii 


所以关于 0 的微分结果为 


3 du —7J\ sina> — ^iC03£d 

1 - - - - - ■ ■■ ■― ■> 

Ui ! 一”在 l 


do !cos<y+ J7sin« 


ds — 


Vii^-^lii ’ 


ds 


并且应用 ^^-<^+<^1=0( 此即在本节 l , 公式 ( r > 的名方 
向的分量 式中令 ^ = 的 结果)进 行改写，便有 


3 /cosi7\ 2cos<o P^+P^ 

9 g>\ r J ds 

现在我们在原点再作一个单位向量，使它平行于曲线的从法 

线，则当原点在所讨论的曲线上变动办时，它的端点沿主法线方 
向变动把这个端点关于 a 的分解记作 


Qdu^Qidt) 


+ 2sin 


ds 


P 


— (sinocosiJ, — coso>cosi7, sini7) 


而且把 《 看作时间,则它的速度向量为 


sino>siniJ coso)sin/7 


cos/7 


丄 N = 


P 


P 


P 


P 


一般说来，设一点关于标架 T ， 即 0 r {x P y 9 z} 的坐标为 r = ( 
貪以)*关于!^的无穷小运动向査便具有如下的表 达式： 

dr-h(Qxr)du + (Q t x r) dt>^ 

取 r = B ， 并且考察 2 方向的分量，我们得到 
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二 cos n ~ — p 齙 如 


cosi7 


C0S/JC0S6> 


ds 


ds 


P 


Qdu^-Qidv 


cosi7sin6>. 


ds 


也就是 


1 . dll Pdu+Pydv 

— ■■ - I ■ ■■ 

卞厶 — ds 


Qdu +Q x dv 


(5> 


81067 


COSO) + 


ds 


P 


因此成立 


cos/7 




• I W^. ^ 

— H — T—= 


ds 


P 


r 


cos /7 


着成 U f V f G > 的函數，并作它的全微分 


把 


r 


cosiJ 


9 / cos/Z 


008 


008 


m 


d 


d(0 


r 


T 


V 


r 


r 


sin77 


从 （3) 代入 da > = 


办一 （5咖 +/?〗<&；)， 便得到 


/ cos/7 


3 / cos77\ sin/7 


d 


ds 


d 


T 


r 


r 


a/cos/7 


9 


eos 


-R 


du 


9 u 


9(0 


r 


9 / cosTZ 


o ^ / cos /7 

—— I - 


dv 


dco 


T 


r 


这个方程的右侧可写成反办的形式，其中欠仅决定于曲线在所 
讨论点的切方向.至于左侧，我们利用上面得到的关系 


分 + 昏去 ㈣ 


进行改写,结果是 


d - ^( f + dn ) 


—Kds 






笫二聿 
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- lg + t g 77(- + 3^) = 


d 


Kr 


ds 


coslj 


r 


P 


由此我们得到 Laguerre (1870) 所发现的 结果： 

Laguerre 定理 在曲面上的同一点相切的所有 曲线， 在切居 
处 保持着 同 一值： 


m L 2 \ sin/7 d /1\ 

i - J - —( — 1 


coill 


( 6 ) 




ds 


ds 


P 


r 


4. 曲面的基本方程 

设曲面 上参数沿线的交角为 a , 则它的线素应为 

I 

办 2 = Edu ^ 2 ^/ EG coscudfei (fo + Gdo 

如果 m ，》 分别 表示〜 t ； 曲线在交点的切线与 a ? 轴的交角，那么 

取定 a , 使其满足 


2 


于是 


y o f ~ a 9 »?> 

—(iifVipCt) = (n /O costif^/O sinn, 0). 

把这些值代入本节 1 的公式 (6),(7), 我们便得出下列关系式 

dp dP x 

9v du 

9 Q 9 Q t 

dv du 


^ sTE 


, 0 ) 


cosm . 


/i 


SIB 


V oM 


Q ^ i ~ Q\Rp 




= RP l -R l P 


f v 警 H 从 


d 


3^/ G 


dVE 


+ 


⑴ 


cosa— 


du VG sin 


d 




dv 


\h 


dm 




/丑 (^i sin m Q j cos Wl) ~ \/ (J (^P sin n -— 


cosa— 


dv 、/ 丑 S 


dv 


3 


in 


/ 


^cosn) 
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实际的计算如下.从二方程 


dv 9u 

解出 与凡， 就有 （ i ) 的前两式，而且最后的方程则来自关系式 

另一方面，将的诸值代入本节2的公式 (1), 结果 






v 


是 


coscods — \/ r E cosmdu + \/ G cosndv f 
sinods = \/ E sinmdu + x/ 


do 


/ 


由此我们解出 


z^du sin {n — coi) 

\/E ~= —— ^ -- 

sina 


y —sin (co—ni) 

Or = 


ds 


ds 


sin 


设由曲面上一点(《,|；)到点 (m + (5 m,v + 釦)的线素为如，而且 
所对应的 o 角为 V ,则 


Edadu^r^/EG cosa{dudv + dudo^) - [-Gdvdv 


cos {co—co f )= 


dsds 


\/EG sin<x(dvSu—dvdu) 


(o — a> r ) = 


sin 


dsds 


两方向 du:dv 与如:如共轭的条件是 

V E (Qcosm — Psinm)dudu-\- V G «?j cosn — P l sinn) dvdv 
+ V E (QiCosm—P 1 sinm)6udv -J- V G (Qcosn — Psinn)dudp 


= 0, 


于是渐近曲线的方程为 

VE(Qc 

^WE {Qicosm—Pxsinm) + V G (Qcosn—Psinn)}dudv 


— Psinm) du 2 G (Q \cosn — P x sinn) dv 


os m 


另外，当我们推导曲率线的微分方程时，要用到下列的关系 


式: 



*s/~E cosmdu +^/~G cosndv + (Qdu -\-Q x (h})p~0, 

V E sinmdu + ^fG sinndv— (Pdu -\-P x dv) p = 0. 

所以两主曲率半径决定于方程 

p 2 {PQ x — P\Q)—p\_\/E (Pjcosm + ^^inm) 

—^/ G (Pcosn + ^sinn)]-f 々 EG sina=0. 

以 Pi , p 2 表示这方程的两根,我们有 
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\/EQ sina( - 1 - (Ficosm + ^isinm) 

\Pi Pt) 

— \J^G (Pcos»+^ sinn) f 


\/EG 


= PQ 「 P ' Q =^ dRl 


SU 1 


dv dU 


P\p2 


从 ( i ) 代入 fi , 抝于最后方程,计算的结果是 


— ^ cosa 


^/EQ 


a 


3 du 


dv 


sina 


々 E % 


dudv 2m 1 - 


PlPt 


ina 


「 d^E 9 ^/^G 

9 dv oU 


cosa 


»y G s^ 11 


dv 


这个关系式与 Gauss 方程仅仅在形状上不同而已. 

当参数曲线直交时，我们采取动坐标轴使分别与 
线相切.这时 


u,v 


， m = 0. 


2 


于是我们得到 


dP x dP 


^ EQ l + VGP = O f 


-~ = QiR ~ QR lf 


d 


dv 


1 9Q 

*sj G 3v f 


R=— 


9 u fr R ' p — RP '， 


1 d \/^ (} 3 R i 9 R 


R ^ VE ~2^~* 2 


P ^ Q-PQi 


dv 
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前两方程实质上与 Codazzi 方程完全相同 


这时 


| = a / E ，迄 = 
对于曲面上的曲线，应成立 


^/G 


— 


V G do 


COSCi> — 


sincj — 


ds 


ds 


，曲率线的微分方程是 

^/ EPda 1 + ^/~ GQ l io % + (^/^GQ + V ^ P 1 )dudo = 0. 

:两主曲率半径所满足的二次方程则为 


dR <} R \ \ / - / - y - — 

g v -gi)~P WEP,-s/GQ) + V^G=0 


P 


由此立即可得 Gauss 的基本方程 


^/EG 9 R 3 R , 


/ — 
\r E 


9 / 1 3VG\ 3 / 1 

H—^77-^r J - 办存 


) 


PlP 2 


V 


渐近曲线的微分方程是 

^ E Qdu 2 — \/ G P^dv 2 + (\/^E Q x — G P)dudv = Q, 

姐果我们把曲率线取为参数曲线，则 P ^ Q ^ O , 这是由于上 

-述的曲率线微分方程必须与办办二 0 —致的缘故.因此 

1 9 V~E 9 Pi 

VG ~ dtT f ^ 

l _9 ^/G dQ — 

1= 7¥^ r , 9 tT = 


9R _9R X 

Tv~^t 


R — — 




= -QPx 


RP 


曲面的球面表示的线素 rfv 决定于公式 

du 2 -\-Pl dv 2 9 


a 


所以两个主曲率半径心内是 


p\ — — 


P* = 


P 


而且曲面的线素则为 
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ds 2 =plQ 2 du z -{- plPfdv 


这时，渐近曲线的微分方程是 

■ 

^/EQdu 2 -V^GP x dt; z ^0 


也就是 


C03 - 0> 


Pt 


p 2 


这时我们还可把 Codazzi 方程改写为 




v Q dv 


dpz 1 dP u 、 

’ 一 ^g~\p2 一 Pl/> 


9 


(li 


而 且成立 关系式 


dJ \ h 聲) + 磊(*❺ = 


5. Beltrami 定理与 Bonnet 




我们从本节3的公式( 5 )和 (6) 知道，对于在曲面上给定点切 
于同一条切线的所有曲面曲线来说，以下两个量 




( 1 ) 


ds 


P 


r 


P 


各取同一个 数值. 现在我们特取 i 7 等于直角.这时，在所讨论点 

I 

的密切平面与曲面在同一点的切平面相重合，也就是给定的切线 
方向是渐近方向.如果我们把第一条曲线取为在此点切干这渐近 
方向，并且它在这点的密切平面与曲面在同一点的切平面相重合 
的曲线，而把第一条曲线取为在此点切于这渐近方向的渐远曲线, 


则 


1 . dn 1 

-— | — a v 

- 1 

ds p 0 


1/2 „dn 


2 




( 2 > 


P 


P 
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式中, r Q , p 。 分別表示所讨论渐近曲线的曲率半径和挠率半径，从 

(2) 消去我们得到 


ds 


2r 


(3) 


P Po 

如果我们把第一条曲线取得特嫁一些，即在品面和切平面交 
线中取一个与所述渐近方向相切的分支，那么丄= 0,所以我们从 

P 

(3) 得到 


r 0 Po 


3 


(4) 




这样，我们证明了 （§16, 习题 6) 

Beltrami 定理在曲面的一条浙近曲线上一点 M 作曲面的切 

I 

平面使与曲面相交，則在其交 我中与 这条漸近曲线相切的一个分 
支在沉点的曲率半径，等于浙近曲线在邶的曲率半径的 I . 


■ _ 


其次，由本节 3 的公式 (5) 我们知道，渐近曲线的挠率 

a 

Qdu ^rQ\dv 


1 Pdu +P x dv 


COSO 一一 


ds 


ds 


Po 


然而渐 近曲线的微分方程是 

■ 

Pdu+P.dv sin ,、_ Qdu^Q x do 


0 = 


coso , 


ds 


ds 


所以 


Pdu +Pidv 


cosco 


is 


Po 


Qdu 


sino> 


ds 


Po 


再利用 sin © 也与 COSCDds 的表达式把它们改写为 


cosm 


P_ 


P i 


Po 
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E sinm \ 


du + [ Q x -^^~^)dv = Q 


ll 


Q - 


Po 


po 


由此消去而：咖，并注意到 

Pj ；]—+ 

+仏 V ¥ 


P^G 

— q g 


P^Es 


3inn —— 


0, 


cosm 


cos» — 


我们就能推得 


(PQ\ — P\Q)Po +V 7 EG sina s 9« 

因此，我们又重新得出一个结果 （§ 19. 3): 

PO = 士 V — P\p 2 f 

式中 fh ， fH 表示曲面在所讨论点的两个主曲率半径 

由(3>与(5>我们得到（§ 16,习趣8 ) 

Bonnet 定理在曲面的一条浙近曲线的一点 W 作曲面的另 
一 条曲线，使它与这条渐近曲线在 W 相切，并且它在（ X 的密切平 

面与曲面在的切平面重合.设 7*,/ o 分别表示曲线在 （ T 的曲率 

_ 

半径与挽率半径， r 。 表示浙近曲线在 0' 的曲率半径，且/^，内为 
曲面在 （ T 的两主曲率半径，则 


(5> 


3 


r 


( 6 ) 


~P\Pz 


r 0 2 2p 

最后，我们来求 tv 对于所讨论的渐近线, 


sin 


cos 


P2 


Pi 


所以 


Vpl 


— Pt 


COSC 0 = 


sino>— 


Pi — Pt 


i — fit 


P 2 


Pi 


但是 


ds 


— ~ do )"h Rdu - i 2 j dv , 


n 
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从而 


1 da) du . dco dv { ^du . „ dv 

~ du ~^ + d ^^ U l ^ +Rx ^ 

式中的尝，尝应由 0 的函数替换.于是 

COS 6 J dC 0 

=^ 7 ¥ 百 《1 : jn 

另一方面，根据 Codazzi 方程， 


^0 




009(0 


SIU0 


+ /2 


+Ri 




^/E 


To 


3 p 2 


p2 


m 


pi 


v¥ = v /^pipr r pi , 


涠此， 


1 _ COSO> da> 


31 np 2 , sin ^ d 

-4 - 1 

I / 


cos 6>sino> 


m 


aU 


sin 2 6>co$cD d\nPx 

.j 

dv ， 


V"G 


也躭是 


2 


6>sinc«> 91n(/?2tg6>) sin 2 coco8(o 91n(pictgco) 

— ■ 1 1 丨 ■■_ ■ 丄 1 »■! - -- 


COS 


d 


E 


dv 


r 


G 


于此代入 


， C 0 S 6) 的值，我们得到 


QT « 


1 d 


P2 


i'TTduXjT 


l^Todv 


n 


2( — P 2) 


2 pi 2 


f 


瀲是 




1 — 4(— 

(pi—pi) 

进是关于渐近曲线曲率的 Bonnet 公式 


(- s +* s(n 


fL ^/E du 


Tq 
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习 


1. 设动点的平行坐标为 


By= (6+ti) 3 , 

则它的轨迹是一条三次挠曲线，并且在这曲线上任何两点连线的中点轨迹是 
一 个曲面，它的渐近曲线的方程是《士 = 常数. 


Ax— (a + u ) 3 , 


Cz^ (c+w) \ 


2* 经过曲面在一点的给定切线作平面，并在此点作平面与曲面截线的 

曲率圆.能在这点至少成四点接触的截线，对于给定切线来说一般只有一 

条. 如所讨论的点不是脐点，经过此点而与曲面 fe 此点至少成五点接触的圆 
一般有十个. 


( Darboux , 1880) 

3. 在曲面的非抛物点 P 作给定切线 f 的附属 Moutard 织面 （§15, 习 

■ 

题 6), 并且由 尸引它 的直径4与< 对应•当 i 在点 P 的周围变动时， rf 的轨 
迹是一个四次三阶的代数锥面,而且这锥面有三尖线，它的三个切平面相会 
于仿射法线（即 P 与 Lie 织面中心的连线)，并以曲面的切平面为二重切平面. 


(苏步青，1拟 9 ) 

4 -在曲面的非抛物点 P 引给定的切线 * ,并作经过<的平面与曲面相 
交.当此平面在《 周围 旋转时，交线在切点 i " 的密 切抛物线画 出一个 抛物线 

I 

柱面 • 如果《 在尸 的周围 变动，则经过 P 所作的柱面的直径平面必包络成苏 
氏锥面 


(窪田忠彦 Kubota, 1930) 
5*_设曲面的一族曲率线都是平面曲线，则沿其中任何一条曲率线所作 
的另一族曲率线密切平面的包络为柱面 (Raffy, 1903). 

6 气设曲面上的两族曲丰线为 ( C ), ( 0 f ), 经过一点 m 的各曲串线分别 
记为在0的各点作族 ( CT ) 中各曲串线的密切平面，设 i 是它们的包 
络可展曲面在点 m 的母线，而2/则为 ( C ), ( C 0 互换时的对应母线，证明 X 
与 1/ 垂直 (Bricard, 1903). 上题的 Raffy 定理原是本定理的特殊情形 


设在曲面上有一个两参数的曲线族5%它具备以下两 条伴： 

皮中任何三条曲线所构成三角形的角盈 — 与所包围的 

曲面表面积成比例；（ 2 )存在曲面到平面的点对应，使歹中的两参数曲线族 
对应于平面上的直线族，试求这曲面的线素 


7 


⑴族 


( J * Douglas , 1940) 


8 气 设曲面上的两参数曲线族 sr 满足下列两条件： （1 )对于族3屮任何 
三条曲线所构成的三角形它的角盈 


A + B + C — n 与所包围的曲面: 
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表面积成比例； （2) 存在此曲面到其他曲面的点 对应， 使歹的两参数曲线族 

对应于其他曲面上的测地线族.试求此曲面的线素 (苏 步青， 1943). 

9' 证明： 曲面的第二基本量 L ， 尨, A 可用第一基本帒 ARG ， 平均 

(T. Y. Thomas ， 1945) 

10_设《为旋转曲面上一条测地线与子午线的交角，而 r 为经过交点的 

平行环半径，则 rsin ^ 等于常数 

11气设曲面的一族曲率线都是平面曲线.假如其中一条曲率线为圆， 


曲率//，以及它们的导数表示 


( Clairaut , 1733) 


則其他曲丰线也都为圆 


(Aouts) 

12*. 设曲面的一族曲率线都是乎面曲线.假如其中一条曲率线为代数 


曲线,則共他曲率线也是代数曲线 


(Darboux,Lecons IV) 

13. 将一个椭圆在给定直线上转动，但不使其滑动.它的焦点所画的平 
面曲线的曲单半径及，以及它的法线被曲线与定直线所夹的部分长度及必定 


满足关系式 


万+亙=常数 


将此平面曲线绕给直线旋转时，所生成的旋转曲面必有常平均曲率 


(Delaunay) 

决定一个曲面，使从一条给定曲线上各点所作的包络锥匍与要求的 
曲面相切于一条平面曲线.并且钲明：相切的达族平面曲线的共轭曲线也 
是平面曲线的充要条件是给淀的已知曲线为直线 


14. 


(苏步青,1928> 



第三章线汇论 


32.直纹 


1. 一些重要元素 

在前面的§ 11 . 1中，我们已详细介绍过 直纹面的定义和表示 

方法.为了以后要用，我们把它的重要元素再叙述一下. 

在一个直纹面上选定一条曲线 g 使它与所有的母线相交，而; 
且以这曲线的弧长〃为参数把曲线表示为 


\a f (v) |* = f 2 (v) +g ,2 W +h n (v) = l 

设通过曲线 C 上一点 v 的母线的单位方向为 

l(v) = (P(v),q(v),r(v)), 


那么直纹面的 方程就可写为 


r(«, v) =a(v) (v) 


直纹面在这种方法表示中的曲线 <7 称为 准线. 以后我们总 假定上 
面出现 的诸分量函数具有直至三阶的连续导数. 

准线与母线的交角 (9 是的函数，对此自然有 


cos0 = a ; (v) 9 l(v) p 


所以直纹面的线素是 


ds 2 = du z + 2cos0dudv + (a 2 w 2 + 26 m-H1) do 1 


式中 


= l ， W ^V(v) P 


> 


=r(») .a’ （ v) 




宜纹面 

现在取直纹面的两条邻近的母线，并作它们的公垂线.当两 
条母线无限接近时,称垂足的极限位置为此母线的中心,而且称一 
个直纹面的母线中心的轨迹为缔括线. 

设两条相邻的母线对应于 V 与^如，设它们的单位方向分 
别为 I 与1+況，并设公垂线的单位方向是 
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= 0 , 


m 


(I i SI ) 

于是 n 平行于方向 l x ( l - j - dl ) ^=1 x dl m 由于 <5 l = r ( v )<5 v + … 
式中未写出的向 M 其分量是加的髙阶无穷小，而且 

(.1 w xV (v)) 2 — (r(v)) 2 (r(D>) 2 — (t(v) *i , (v)) 2 

= (V(v)) z = a z . 


= 0 


所以可把 《 取为 


式中的各分量关干如至少是一阶无穷小董. 

两相邻的母线与它们的公垂线相交于两点，设这两个垂足分 

别设为 F = ( 龙，罗, S ) 和 i = +许 t j +鈿，罗十郎，运+敁)，并且两垂足 

间的公垂线长为 A , 则 


A _dx Sy dz 

4 A — ■ : —^ • 

A ft v 

A=n*(5r, 

现在让我们从准线 C 上的点《且沿一条母线量到点 5) ,设其 

间的距离为 w ; 从 C 上的点 v ^ dv 沿相邻的另一 '条 母线量到点 (方 

+缸 J + 匈， g + 扣)的距离为 S + 如.那么容易知道 

(5r = {a , (v) +uV (v) }6v~\~l (v) da +a-. 
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式中 cr = (…, a2 , cr 3 ) 的分量至少是关于如的二阶无穷小. 


因此, 


A = — (a r (v) f l(v) f V(v) )dv + edv 


其中 e 至少是关干加的一阶无穷小 

现在记 


P = -Aa ， (v),l(v) $ V(v)) f 


P z = ~j(a f (v),l(v) f V(v)) 


1 cosO b 


2 


sin 2 6 — b 2 


cos 


P 


+称为直纹面 的配分 参数. 




§ 11. 2的结果我们知道，这直纹 

面要成为可展曲面的充要条件是 PsO . 凡是非可展的直纹面均 
称为斜曲面. 

由于母线的中心在相邻的两母线上， 


Sr = 


(I +<5l) 9 Sr = 


所以 


61 dr 

* ■ »• 

dv dv 


0 


因此在极限位置时 


dr dl 

dv dv 


w + 6 = 0, 


或者 



32 •宜纹 


309 


( 1 ) 


这就是决定中心位置的公式，也就是表示缔括线的公式.可展曲 
面的缔括线在最一般的情形下是曲面的刃线. 


一 些定理 


Chasles 定理在斜曲面上的一点见所作的切平面必定经过 

I 

Af 所在的母线.当沿此母线变动而决定一个点列时，对应的切 
平面则以母线为轴决定了 一个平面東，并且点列与平面東之间的 


对应是射影对应 


证明记/ D 为切平面上的动点坐标，则曲面在点 


(«,«) 的切平面决定于 


Cp _ ci — l^d r uV^ = 0, 


也就是 


(p — a f t, a! ! uV) = 0 


而且 


当点 (《,〃) 在母线上变动时,上列平面绕母线作旋转，从而平面与 
点之间的对应是射影的. 

特别地,如果我们把直纹面的缔括线取做准线,于是 

b = a r (v) *V(v) 

在母线的中心 (a = 0) 及点 m 分别作直纹面的切平面，设它 ffj 
之间的交角为史,则 


证毕 


au au 




P sin 0 


实际上,所述的两个切平面分别决定于 

[( P — a , I ， cO 三 ](p — a ) • (I x a ) = 0, 
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■ 

(p—a)*[i x (a r +«r)] — 


因此 


[lx(a f + «r)>(lxaO 


但是 


(f xa f ) 2 = (1*1) • (a f *a r ) — (l •a 9 ) 2 = 1 — cos 2 0= sin 2 

O-a-O (l f -l)=0, 

[Z x (a r + ttl f )] 2 — (l^l) • [(a r -htii r ) • (a r -hul r )] 

- [ i ^( a f +unr 


x 


=1 4-aV- cos 2 0= sinW + fl 2 M 2 , 


所以 


sin 


cosp = 


V sinM + a 2 w 2 


因而我们得到 


au 


tg ^ = 


in0 


8 


我们把这个事实写成如下： 

在斜曲面的一条母线上任取一点见，设 (7 为此母残的 
中心.那么曲面在苽与 C 的两切平面之间交角的正切同 jj /、（7 
点间的距离成正比. 

斜曲面上的一族渐近曲线自然是它的母线.为了决定另外一 






L = 0, 


M = 


(V,l>a f +uV) 


2bu i~ sin 2 9 


cr vr 


(V,i f a f ) P 


26tt+ sin 2 0 


u 


N 


(a n \ ul n J 9 a 9 +uV) 


\/ q z u 2 十 26 w + 


Z 


e 


sin 




直纹面 

所以我们可把所求的微分方程 27 S / 也 + JV 咖= 0改写为下列 形式: 

■4 m 2 + 2 Bu + 0 = 0, 

这里的次 B , C 仅仅是的函数.这是 Riccati 型的微分方程,它 

的任何四个解之间总成立关系忒 
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du 


dv 


常数 


«2 — «3 U 2 — U 4 


因此，我们得到 （§15, 习题 1) 

Serret 定理 斜曲面的四条浙近曲线与一条母线的四个交点 

所组成的交比是（与所取母线无关的）常数^ 

下面,我们取空间中的两个曲面,而且假定这两个曲面互为变 

形并各有一族渐近曲线互相对应.把互相对应的一族渐近曲线取 

为参数曲线而把与其直交的曲线取为参数曲线 v . 设两曲面上 
具相同参数值 ( t *， tO 的两点为对应点;并设丑丑, 

，札, ％分別为两曲面的基 本量. 这时，在对应点有相同 
的总曲率，于是 


L = L x = 0, F = 0, M= dzAf” 
然而我们关于第一个曲面写出它的 Codazzi 方程 

d M { 9\nG M … 

^u^eg du a /^ u, 

d N 2 M 

3 m VW~2v ^7Wdv~ ^7W 

而且关于第二个曲面的方程形式完全‘一样的，所以 

N X =±N 


1 9E N 


d\nE M 


d \ n ^/^ N 


+ 


==0, 


或者 


如果前一情形成立，则两曲面不是互相重合,就是互相 对称. 如果 


dv 
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是后一情形成立，则参数曲线《不仅为渐近曲线，而且是测地线. 

所以必须为直线.我们取 w 的适当函数为新的参数《，使得芯 = i , 
则 Codazzi 方程就化为 

( v ^ G = 


d 


d N _ _ 

du ^/ G ^~ 9 v \/' Q m 

f 但这里必须除去邶三 0 的情 


d M 




dv 


适当取新的参数化可使 


形，也就是必须假定曲面为不可展的.于是从第二个方程我们 


得到 


N 


[1( 去) 齡―)， 


式中的 ( pW 为任意函数.这样，我们已证明了 Bonnet 定理 

(1867 )： 


为了使一个曲面的一族浙近曲线能对应于变形曲面的一族浙 
近曲线，这个曲面必须为直纹面，而且这个条件也是充 分的. 但是 

重合或对称不在变形 之列. 


3. Minding 关 于直纹面变形 的研究 
如前所述，直纹面的线素具有如下的 形式： 

ds 2 = du 2 + 2 cosGdudv + ( a 2 u 2 -f 26a - f - 1) dv % 

如果改写母线上的单位向量 l 为 


~ ( cos 炉 cos 妒， cospsin 妒， sin ^?) 


于是等式 a 2 = V * V 就化为 


Of 


cos <p = a 


然后，根据 W = 1 


= 6 , 


a r = cos 9 l +^ 士 V ^ sin 2 0 — 6 2 (Z X D ], 

其中，为任何函数，而 
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dv ， 


CDS^> 


所以适当地选取函数时，总能使沪与於之间的关系为任意给定 

的形式 P (炉， ^) = 0. 

如果我们从原点作直纹面母线的平行线，把所得的锥面称为 
准锥 ，那么就得到 

Minding 定理 任意选定准锥，总可把一个直纹面进行变形 
而使准锥保持不变. 


4. Beltrami 关于直纹面变形的研究 


在本段中，我们仍用0表示准线 aO ) 与母线的交角，而准线 
的密切平面与曲面切平面的交角则改用并用熟知的记号 T , 
N , B 表示准线上的活动标架，则母线上的单位向量 


cosOT + sin6(coscrN J r sin aB) 


将此式代入以前所得的方程 


我们就得到 


b 


coscr 


~~ 7i — U ， 


sin 


斗 (coscrsin0) r 


sin cr sm 


P 


coscr sin9 


+ (sinasin0) f + 


-b 2 


在所讨论的问题中，匕 fl 、6 都是给定的函数，而准线的曲率半径 r *, 
挠率半径 P 以及交角 or 则为待定的函数.由上列两方程中的前者 
解出 cr , 并将其结果代入后一方程，我们可得准线的 r *, p 之间的 
关系式 
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dr 


r f p 9 


dv 


解此可得已知直纹面的所有变形直纹面. 

我们把这个方法用于研究下列问题. 

将一个直纹面 变形， 使原曲面上的一条已知曲线变成变形直 
纹面上的一条浙近曲线， 

由 a ( v ) 所表示的准线要成为渐近曲线，这时 
于是上列第一个方程化为 


<7 = 


=n 


士=平 一 ^+ 0 ，， 


r 


sin 


n 


( 


cosO 


2 


sin 




cos 


2 


P 


由此 


2 


COS 


sin 


2 


a 2 — 6 2 , 




2 


sin 


P 


也就是 


\/ o 2 sin 2 0 — 6 


= 士 


P 


sin 


因此，我们 得到: aO ) 所表示的曲线要变形为渐近曲线，它 的自然 
方程是 


a 2 sin 2 6 — b 2 


b 


） ，上 =± 


T 


P 


sin 


所以我们有下列 定理： 

对于 一 个直纹面，我们总能使它变形，以政其上的一条巳知曲' 
线变成变形直纹面的斯近曲线. 

特别地，当原曲线是一条测地线时,变形后所得的渐近曲线必 

定化为直线，所以我们又得到下面的 定理： 

直纹面的一条測地线经曲面变形后，可变成变形直纹面的一 
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茶直残 


取此直线为3轴，记 


(v) = (0, 0, v ) ， 


I (i?) = (sin0cosfl9, sin^singo, cos0 ) ， 


则关系式二化为 


W 2 十 〆 2 sin 2 0 = fl 2 , 


于是 


0 r2 


a 


dv 


<p = 


sin ^ 


因此，所求的曲面为 


r^u f v ) — 


e n 


O 


~ e l 


)，W + «COS0> 


a 


usin^cosi 


Osin 


dv ), 


dv 


asm 


sin9 


sin 


特别地，如果0=4，则原直纹面是准线的从法线曲面 


这时 


dv 


1 


<P = 


P 


特别是，当我们把准线取为定挠率的曲线时，原直纹面就可 
变形为正螺面 


v 


V 


r(w, v ) — 


mcost ，Msin — , v 


k 


k 


式中， & = p (常数).曲面的线素是 


ds 2 = 也 2 +(^+1 、咖 2 , 


k 2 


如果我们要决定与这正螺面互为变形的曲面，必须令 

， b::0, 9 


Tt 


JT 


a = 


cr 




k 


2 ， 


于是 
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= f =常数 


P 


K 此就得到下列 定理： 

凡与正螺面互为变形的直纹面必 定是由 挠率为常数的空间曲 
线的从法线所构成. 


Bonnet 定理 


关于直纹面的变形还有一个重要的结果， 就是： 

Bonnet 定理设两个斜曲面互为变形，且它们不是肉一个织 

面的两个变形曲面，则双方的母线全体必定互相对应 

例外情形仅限于织面的两系母线分别对应于两斜曲面的母线的 
吋候. 


这个 


设两个斜曲面 8， S ' 互为变形，设对应点有同一对参数值 ( a , 
”)，而且:《==常数表示沒的母线,常数表示&的母线.我们假 
定，这两系母线在变形之下不是互相对应的.从假设得知， 8与 S ' 
具有完全一致的第一基本量 E 、 F 、 G, 但它们的第二基本形式则各 

取形式 


Zr 咖 2 + 2 Jlf 也 ifo + , 

L\du 2 + 2M x du^o 

因为 a = 常数与1；=常数分别为汉与 & 上的母线，从而是渐近曲 

线，# = 0，心二 0. 另一方面，这上的曲线《?=常数与忍,上的曲线 
« =常数都是测地线，所以 


( 1 ) 


厂“= 0 , r 2 n =0 


(2) 


于是,我们可以把曲面&的 Codazzi 方程 


9 






L t 


9vWE 0~F 2 / du y ^s/EG-F 


a s/ EG — 


M x 




—2 r ? 


vr\ x 


二 o 


Veg~f 2 


A " - - 

^/EG -F 2 
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改¥为简 单的形 K 




M ] 


9 


(3) 


= 0 


2 ru 


^/ EG - F 2 


EG-F 2 


从 Gauss 方程又得 


)3 —方面 ，曲面$的 Codazzi 方程 

3 M 

du vm^r'~dv ^/m^w 


L 


N 


9 


1 Weg - f ^ 


M 


— 2 厂 f 


~ 0, 


p - ■■ ■ ■ 一 

^/EG-F 2 


^/ EG^W 


这时也化简为 


9 M 

dv Veg~- F 2 

然而 (3)， （4) 也可看成是 L 二 0, iV "=0 时的 Codazzi 方程，而 

Jl Gauss 方程这时仍旧成立， 所以， E 、 F 、 G 、 Ls ( KM 、 IV ^0 是一 

■ 

个曲面 A 的基本量，并且以相同(《，〃)值的点作对应可把 S 、 &变 

形成这时,常数与常数这两族曲线既是&上的渐近 
曲线,又是而上的测地线，所以必定是直线.因此 ，&必 定为织 
面，而且它的两族母线分别与& &上的母线互相对应，这便是定: 
理中所说的例外情形.这样,证明了定理. 


M 


+ 2厂} 


(4) 


――0 


^/EG-F 2 


习 


1_证明关于直纹面母线的笼角曲线成立下列定理：】°母线的四条直 
交曲线与任何一条母线的四个交点有常值的交比 . 2°设母线的四条等角曲 
线有相筚的交角，则只有当此交角为直角时才有上述的性质 . 3°除了极小 
正螺面以外，任何的等角曲线系统都不能由渐近曲线所组成 . 4 °若有一族 
曲线 ( C ) 分割各条母线为相等的线段，则 ( CT ) 的直交系统也有这性质，而且只 
有这直交系统中的曲线才决定母线上的射影分割. 

直纹面在一条母线上与中心等距的两点有相等的总曲率，而且它总 


(Bioche) 


2. 
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曲串的 绝对值在中心取到极大值. 

3. 证明： 在直纹面的母线上除了中心外，其他的点都可组成点对，使得 

各对点的切平而互相垂直，每对点在中心的两侧，而且它们各至中心的距离 
乘积等于常数. 


证明： 直纹面的法线沿它的一条母线画成一个双曲抛物面. 

设两个斜曲面有一条公共直线而 fl 两曲面在上的两点戶 、分所 
作的切平面成定角，则户、 G 之间的对应是一个 对合 . 


4 


* 


5 


* 


( Kubota , Takasu ， 1938) 
凡是与旋转面互相变形的直纹面，必定能变形为正螺面或单叶旋转 


6 + 


双曲面 


如果直纹面上一条曲线满足下列三个性质中的两个，则必满 足第三 
个性质： （1) 为测地线； （2) 为缔括线； （3) 为与所有母线交等角 （ F 0) 的 

(Bonnet) 


7. 


曲线 


直线汇的 Kummer 表示法 


简史 


空间中双参数直线族的直线全体称为直线汇，族中的各直线 

称为汇的 光线. 这方面的理论开始于1828、1830年 Hamilton 的 

研究 • 1 86 0 年 ， Kummer 在他的古典论文 Allgemeine Theorie 


der Geradlinigen Strahlensysteme (发表于 Crelles Journal , 57 


卷）中对直线汇最初作了有系统的讨论，对有关的重要元素都有所 
涉及，只是关于基本形式的构造尚欠完善，所以后来 Sannia (1908) 

曾加以改良. 


在已有的讨论方法中，要数 Blaschke 所创造的方法最为奇 
特. 这个方法起源于 E . Study 著的书 《Geometrie der Dynamen » 

( Leipzig ，190 3 ) 中的思想，对于直线汇的研究较为简便.也有学 

者，例如 Slotnick (1928), 曾经用绝对微分法进行过 讨论. 本书为 
了便于初学者学习，采用普通方法. 
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參 


Kummer 的基本形式 


设依赖于双参数的直线与任何曲面 S 的交点为 


r(« ， v) = (x («, v),y(u,v) p z(u,v )) 9 


而且通过点 (《,〃） 的光线的单位方向向量为 

R (« , v) = (X(u,v) f Y(u,v),Z(u f v)), 

则此直线汇就由的六个分量函数完全决定.曲面 
这 称为参考曲面，它的选取完全是任意的. 

现在我们作两个微分形式 

d 好 2 二 dR • dR = Edu 2 + 2Fdudv 十 ^ 办 2 , 

dr• dH : edu z + (J + f)dudv \ gdv 2 9 


(1) 


式中 


E ^ R U R 
e^r u * R u 

/ = 1 V 


umii 


P :二 


umii 


G = 


( 2 > 


f~r u -R 


(3> 


U9 


R 


9 = r 


这两形式称为 Kummer 的基本形式. 

一般,上面的 / 关 f . 我们问在什么时候成立 


/ 


/ 


(4) 


为了解决这个问题,我们先来给出一个定 义:凡 是由一个曲面 
的法线所构成的直线汇称为法线汇. 

现在证明 ■ 

定理 一 个直线汇成为法残汇的充要条件是 （4) 式成立. 

证明设直线汇由一个曲面的双参数法线所构成，则此曲面 
的点必可用向量表示为 


r ’= r («, v)R(u,v) f (5> 

式中， 《 = 表示适当的函数.因为汇中的光线与曲面(5)直 
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汇论 


交，所以对于此曲面上的任何方向 du : dv ， 

R - dr 9 = 0 即 R ^ d(r { il ?)=0 


我们可把它改写为 


dt 


-hR 


0, 


+P • r v 






u 


dv 


—u 


何是 ，（6) 式的可枳公条件足 


，dt 


d dt 


cV \c : U 


du\aV 


即 


d 


C> 


'), 




r u : 


V 


u 


vy 


所以必须成立 (4) 式. 

反过来,假定 (4) 式成立,则 (6) 式可积分， 

t ( u f v ) 

这时由（ 5 )所决定的曲面必定与所给的直线汇直交，就是说，这直 
线汇是法线汇 

证等式 (7) 的右侧含有一个任意常数,这表示了与一 个法线 
汇的光线直交的曲面构成单参数族 • 这一族曲面称为平行 曲面. 




咖+ /2.|^办十常数, 


(7) 


一 — ■ ■ 


* 


证毕 


3. Malus 与 Dupin 定理 

S 

几何光学的基本定理如下 

定理任何一个法线汇的光线经过若干次关于曲面的反射或 
折射后，仍然保持它作为法 幾汇的性质. 

证明 我们首先给出条件 


f=r 


(i> 
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的几何解释.设参考曲面的线素为 

ds 2 — Edn 2 ^h2Fdudv +Ddv\ 

且设对应于 (《, v ) 的光线与参考曲面在交点处同曲面上的 m 曲线 
和》曲线分别相交成 a 角和卢角，则 


r u 


R 


cos /3 = 


COSflt = 






或者改写为 




r w , V G cosfi 


Hi 


cos x = 


r v 


所以 ，我 们可以 把条件 ( l ), 即 


d 


d 


(i?. rj =~-(R^r v ) 


(r> 




dv 


du 


改写为下列形式 




d 


■ ■ ■ ■ ■ 


)=^(^ 0 cos 月） 

为了证明本定理，只要对于-次折射说明它成立就可以了，因 
为一次成立的话有限次也成立，而且反射又是折射的特殊情形 

因为参考曲面沒的选取是没有限制的，所以我们不妨取折射 

发生的境界面作为参考曲面，而且特别取参数曲线《;=常蠢，使得 
它在各点的切线与经过同一点的光线直交，也就是使这种 

选取的可能性是容易明了的，只要在这的各点作光线的垂直平面 

使之与沒在同一点的切平面相交于切线“则沿方向 f 进行的曲 
线就是所求的曲线 v 二 常数. 

这 上的一族参数曲线 :常数 

交曲线作为另一族参数曲线《 =常数,也就是 v 曲线 • 

设法线汇中的一条光线 Z 经折射后变为光线广，入射角与折 
射角分别为 y 与且折射率等于„，则 


( 2 > 


COS 


«曲线取定后,再取它的直 


( 3 > 


sin y 
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即 Snellius 法则成立.对于光线 Z , 我们已知 


( 4 ) 


>1 


2 , 


而且 V = j —反这 是因为/、”曲线的切线以及厶的法线都与 < 直 

交，因此这三条直线是共平面的，并且〃曲线的切线与衣的法线又 
是直交的. 
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lil 


㈣ 此， 原来的直线汇成为法线汇的条件 (2) 化为 

(\/ G sin y) = 0； 

但是对于光线 r 来说，它与曲线《=常数的切线，以及忍的法 

线也间平面，从而= 于是 


d 


( 5 ) 


/ 


2 


oo % ct f =0, = sin y ' 


nsiny 


.所 以根据 (3) 与 (5) 我们得到 


9 


(^/ G sin V') = 0 


9 


最后的式子表明，对于直线汇 ( o 来说，条件 (2) 也成立，即经折射 
后的光线仍旧构成一个法线汇 


证毕 
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条件 (2) 的另一应用见于 

Beltrami 定理从曲面 5 的各点作一条直线使它的全体 

构成一个法线汇.然后把5变形为曲面而且同时把直线 Z 变 
更为直线使它通过 V 上的对应点， 并且" 在这一点与#的 
各切线方向的交角与 Z 在原出发点与 s 上对应切线方向的交角 
相等，则直线 r 的全体仍构成一个法线汇， 

事实上，如果取 s 作为法线汇 ( Z ) 的参考曲面，则条件 (2) 成 
立.在变形后,非但艮都不变，而且角 a 与沒根据假设也仍 
取原值，所以 直线汇 （ O 关 于曲面(义)也满足条件 (2), 即 (o 是法 


线汇 


直线汇的附属元素 


可展曲面 


从一个直线汇中任意抽出单参数的直线族，这个族就构成一 

_ 

个直纹面，而且它的表示方程是 

炉 ( tt ， iO =0， 或 《 = /(»)，或 *> = /(«). 

我们来决定直线汇中的这个直纹面要成为可展曲面的条件. 

设 Hu 9 v),l{u + du, v + dv) = V 为一个线汇的两条邻近的光 

线；在一阶无穷小的范围内， 用及与 《 hdR 分别表示 z 与 r 的 
单位方向向量； <5为之间的最短距离，而且设 n =( A ,/ i , v ) 
是公垂线的单位方向向量，则 


tx = cR x dR.p 

式中，《是它们相应分量的比例因子.在一阶无穷小的范围内，如 
用 dor 表示之间的夹角，则 

■- i . ， 

% 

da z ~dR*dR = Edu 2 -\-2Fdudv \ Gdv 2 p 
这就是 Kummer 所引进的第一个基本形式.由于 
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(R x dR) 2 =(R R) (dR • dfi) - （丑 • dR) 2 = dR^dR = da 2 , 
所以我们得到 


dR 


( 1 ) 


tl 二 X 


da 


因为行列式 


(R f R nf R v ) - 士 、 /FG — F 飞 乓 0, 

是线性无关的，所以成立分解式 

x R u — AR -j BR U r OR 


( 2 > 


即三向量 K , 


W 


U 9 


V 


V 


注意到关系式 


J ? — 1, jR u * R R 




= o , 


V 


便有 


^4 — 


(R Ru ) = o > 


EB f* FC = 0, 

FB r GC = ^/EG~F 


2 


由此 确定土 B 、 G 从而得到 


(ER V -FR U ) 


(3> 


x 


、/ EG ^ 


u 


同样可得 


(FR V ^GR U ) 


(4) 


x 


^ EG ^ 1 




这样一来，我们就可改写 (1) 为 


(ER V ~ FR u )dn+ (FR V -GR U ) dv 

~ VTG-F^da 


(5) 


从而 


<5 


(r u du 4 r v dv) 

n 

I 

~\7EG — F 2 da ( r ‘如 ^~ r v^) — FR U ) du -h (FR V —GR U ) dv] 


dr 



34. 直线汇的附属元素 

-—— I —- 

(Ef'~Fe)dir : (Eg — Ff f Ff — Ge) 

(Fg- Gf) dv 

__ - _ — — 

EG -F 2 da 


dudv ( 


V 


也就是 


<5 = 


^m^F^da 

Edii Fdv Fdn \ Gav 
e du -t f dv f du rgdv 

所以当直线丨（《,〃)沿方_ du : dv 变动时，为了能组成一个可展曲 
面,相邻两直线间的最短距离<5必须是二阶无穷小，即 

Edu rFdv Fdu 、 Gdv \ 

edu f dv f du - gdv 

这是一个二阶微分方程,它定义了两个单参数可展曲面族.这样, 

我们得到 


( 6 ) 


( 7 ) 


= 0 


定理经过一个直线汇的任何一条光线， 一 般可引两个可展 


曲面 


各条光线《与各个可展曲面的刃线有一个切点， 称为 I 的焦 
点. 每条光线上有两个焦点，它们的轨迹称为 二叶焦曲面. 


二叶焦曲面及中点曲面 


上述的可展曲面决定法是从量的角度出发考虑的，然而这图 
形对直线汇来说是射影共变的，所以从射影的观点出发也可以作 
出定义. 


线汇中的一条直线 U «， v ) 是由方程 


= r(a, V) r pR(u,v) 


( 1 ) 


定义的，式中 r *= 表示 Z 上动点的坐标，而且 p 是 


参数 
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倘若点 (1) 是丨的一个焦点，则 

p = p(u 9 v) f 


而旦 


其中， C 是适当的比例因子.由 （1) 我们得出 

dr^ = dr rpdR + dp.R, 


(3) 


从此改写 （2) 为 


rfr * = 0, 


dr 


也就是 


edu-\-fdv + p(Edu +Fdo) 

f r du + gdo ~h p {Fdu = 0 . 

在 (4) 式中消去 P , 我们则可得到可展曲面的微分方程 

Edu + Fdv Fdu-rOdu 1 

edu + fdv fdu J r gdv 

这就是上段中的公式 (7). 如果从 (4) 式中消去 
所满足的二次代数方程 




(4) 


= 0 


(5) 


U 則得到 P 


e -|- pE f 4 - pF 


= 0 , 


f + pF g+pG 


(EG — F 2 )p 2 ^[gE— (/ + /’ ） F+ €(?]/> + 叩 一 //’ = 

^ PuPz 为方裎 (6) 的两根，则 

I 

Px+Pz 


( 6 ) 


gE~(J \ f)F-reG 


(7) 


EG~F 2 


ff 


ea 




( 8 ) 


plpz h ” 


而且光线 £(«， v ) 的两个焦点的向量表示为 

(k = l f 2). ( 9 ) 

两个焦点的中点称作线汇中光线 i 的中点，它的向量表示为 


= r + p k 
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E-{f^rf)F+eG 


To~r(u f v ) —— 




( 10 ) 


2(EG — F 2 ) 


中点的轨迹称为中点曲面.假如把这个曲面取为参考曲面，则 

gE+eG=(f+f)F 


( 11 ) 


极限点 


已知一个微分方程 


A(u f v) du + B(u, v) dv = 

在直线汇中就决定一个单参数的直纹面族，这些直纹面与参考曲 
面的交线构成了一个单参数曲线族，它的定义方程就是 (1). 

对于光线〖0， V )和给定的方向也：办，取其邻近的光线 
Z(w+ 咖， v-rdv) = V t 由此可得从？出发的沿方向也：也进行的 

一个直纹面札.根据§ 32. 1的公式 (1), 我们容 易求出的缔括 
线与/的交点为 


( 1 ) 


= r (», v) + rR v) 


( 2 ) 


式中 


dr-dR _ edu 2 + (f+f)dudv^-gdv 
dRdR 


T = — 


(3) 


Edu^ 4^ 2F du dv ^Gdv 


表示 “" 的公垂线与 z 的交点到参考曲面与丨的交点间的距离. 

由此看到，在一条光线 i 上，距离 7* 是与方 向办：办有关系的 . 

因此我们会问应该取什么方向时才能使得 r 取到极大值或极小值 r 
要解决这个问题，只要把 r 看成 du ： dv 的函数而求它的极大值或 
极小值就可 以了. 记办：咖=£,并把 (3) 改写为 

{rE+e)t 2 + [2rF +(/+/’)]《 + / 沒 + 夕 = 0 * 


0,我们得到 
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r(Et+F) + et++(f + f，）= 


r(Ft+G) + 去 （ f+f f )t + g= 


由此消去 r , 并仍把 《 改写成咖：咖，则有 

E du J \- F dv 

e 咖 + i (/+/0 咖 


Fdii t G dv 


= 0， (4) 


Y(f 」 rf)du i-gdv I 

I 

按照 (4) 所定义的两个方向恰恰对应于 r 的极大値与极小值的方 
向•假如由前面的两个方程中消去~所得到的关于 r 的方程 


2 


Er + e 




2 


= 0 


(5) 


Fr +^( f + f ) 


Gr + g 


就是决定 r 的极大值与极小值的 方程. 设心,|* 2 为(5)的两根，则 

gE— (/ + f) F -r eG 


T \^ r 2 = ~ 


⑻ 


EG~F 2 


4 e ^— (/ + / 0 


(7) 


r ! r 2 = 


4(EG~F 2 ) 


对应于 n , r 2 的两点是由 

.峄 

rj = r+n 


(A = l,2) 

所定 义的. 这两点称为光线 的极限点_ 


根据前面一段的公式 (7) 知道 


Pi + p2 = rt^-r 2 . 

这个等式 说明两 极限点之间的线段与两焦点之间的线段有 

即光线^ («,!；) 的中点. 

另外，根据(6>, (7) 以及前面一段的公式(7)，(8> 得到 

(^1— ^) 2 — (pi —p 2 ) 2 = 4(p 1 p 2 — 7-^ 2 ) 

(f-n 1 

EG - F 2 


一中 


ill 


[(/+/ 0 2 — 4 // ; ]= 


EG~F 2 
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这表示两焦点之间线段的长度决不大于两极限点之间线段的长 
度，而且两者当且仅当线汇是法线汇吋才相等. 

根据微分方程 （4) 所定义的两个单参数族直纹面称 为主要 


曲面 


如果我们设 w = 常数与 = 常数分别表示一个直线汇的主要 
曲面，则从 (4) 得到 


(/+/’ ） 芯 — eF = 0, 


+ 二 0 


2 


除了 f = JW = f 的特殊情形外,总是可导出 

^ = 0, / r/ f = 0. 

换句话说，如果把主要曲面取为参数曲面的话,一般 (9) 式总是成 
立.这时 ^ 


(9) 


edu 2 +gdv 2 


( 10 ) 


Edu % ~\ Gdv 


即使 I = 我们仍可适当选取参数 a , 使得主要曲 

面被表为《 =常数与 p = 常数，而且成立 P = / + 尸= 0,于 是这时 
(10) 式仍旧成立. 


再用 


T \ = 


r 2 = 




E 9 


来改写 （10), 则有 


m — riEdu 2 +r 2 Odo z 

Edu 2 + Gdv 2 

对于直线汇中的一条光线必有对应干它的两个极限 
点的对应方向 A «: A”(A = 1，2), 这也就是满足 (4) 式的两个根.分 


( 11 ) 
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別取直线 Z ( a , v ) 与邻近的直线 + 的公垂线，设它 

的单位方向向量为 n fc = ( A *, fi k , v k ), (A 二1,2)，则这两个方向必 

定亙相垂直.其实，为证明这个结果，不妨取主要曲面为参数曲 
面，于是 (9) 式成立.从 


1 dR 


1 dR 




得出所要的结果 


F 


Veg ^° 


QJBil 


- J "I 啤 

\/EG 

一 般说来，在本节的第 1 段中我们已求得直线 /(«,〃） 与方向 
也:如所对应的这两直线的公垂线的单位向最 n 

(公式 ⑻）. 

现在由于 P = 我们有 


ER v du — GR u dv 


^ s/EGda 


如 果用® 表示 n 与两方向之间的交角，则 

Udu 

1 ^^7 eWTg ^ 


cosa> 


于是 


^dv 
■ - 

\/ Edu 2 r Gdv 2 


所以我们可改写 （11) 为 


h Tzsin 


( 12 ) 


r ~ff cos 


在光线 Z ( w ， p ) 的各极限点作所对应的主要曲面的切平面，这 
样得到的两个切平面称为 i 的主要 平面. 我们根据上述的结果得 

知，一条光线的两个主要平面必直交，如果在其中心作沿方向 
也的直纹面的切平面，則此切平面与一个主要平面间的交角等于 

所满足的上列关系式 （12) 是 Hamilton 发现的， 


du 


r 


% 




35. Sannia 的搜论 


如果我们取中点曲面作为参考曲面，则7^十7^ = 0,于是两极 

I 

限点之间的距离 2^ = 0 — radr ! ，而且 

r = d^ cos 2 fi> 


(13) 


35. Sannia 的理论 


Sannia 的基本形式 


在同一个空间中已知两个直线汇，我们问它们在什么时候能 
互相重合？为了解决这个基本问题， Sannia 给出了一个新形式, 
■藉以替换 Kummer 的第二基本形式，而保留的第一基本形式 

da z = Edu 2 -\ 2Fdudv 




原来 


(R ， R U ， R V ) 2 二 EG — F 2 , 

I ， Rv) = EG ~ F 2 (f — 士 1) 

:因此，只要我们适当选取光线的正方向，总可使 

无特別声明时，我们总假定 e =+ l , 于是所讨论的直线汇便是一 
个有向汇. 


{ R 9 R 


e =+ l . 以下如 


一般对于空间的两条斜直线，我们用3表示它们的最短距离, 
用沒表不它们之间的夹角.这时， sin 0称为这两直线的 能串. 
如果把这槪念应用于直线汇中的两条邻近直线 £ = 与 

i(v + du,v + dv ), 由于这时 (9 = rfa , 所以能率等于 

:34_1的公式 (6), 我们得到 


再利用§ 


E Au 七 F do F du + G dv 
edu + fdv fdu+gdv 

由于这是直线汇的内 在形式 ，所以 Sannia 就把它取:第二基本形 
，式，记作 


da = 


^ s / EG - F 2 


( 1 ) 


各 • da ~ Ldu^ + 2Mdudv Ndv^ 9 


(By 
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n 


0 


式中 


Ef-Fe 

^ EG — F 2 

I 

QE — ( f — f f )F — eG 

VEG — F 2 

^ Fg—Gf 

— 、/ H ? 


L = 


( 2 ) 


M ^ 


圮 A 二 V ^? — f 2 ,2 /l 

1 . 

(2) 改写为 


L ( f + f ) F — gE - eGl , 则我们可把 


一 A 


l^(Ef - Fe )， 

I 

M~A = ^(Eg~Ff), 

M+A = ^(Ff , ~Ge) i 
N ^( Fg - Gf ), 


4 »- 


e . 


⑶ 


或者 


=^pjj — E {M +A )]， 


A 




f=~LF(M-A)-EN2 9 


A 


(4> 


f^lGL-F(M+A)2p 

J = -i - [G (il/ ™ A)~i^iSTJ, 

式中的 A : 是侬照参考曲 面的选取而决定的. 

因为 Sannia 的第一基本形式是线汇的球面表示,所以必定是 
正定的形式,而且其曲率为 + 1. 


r ； 
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Sannia 的第 二基本 形式完全由直线汇所决定,所以它适用于 


研 究直线 等价这类问题 


基本定理 


设两个基本形式 


Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 
Ldu 2 +2Mdudo[Niio 2 

满足一定的条件（具体形式见后文），则除了 一个运动以外可完全 
决定一个直 线汇， 使它的 Sannia 基本形式重合于这两 个已知 


( 1 ) 


形式 


为证明这个定理起见，先假定 所求的直线汇 存在，并且取它的 

中点曲面作为参考曲面，于是按照§ 34.2 的公式 (11), 

Eg + Ge = F(J + f )， 


( 2 ) 


也就是本节1中定义的; 1=0. 

设 r ( w ，《;) 是中点曲面上点的向量表示，则必存在 (《,〃) 的函 

使得 


^R v [ yR f 

f ， r u R v = f ， r v R 


3 


r u = 


(3) 


U 


(4) 


V 


根据 


W 


A 容易得到 




u 


V 


u 


V 


e = txE -! pF 9 f = a!E ； F, 

f^aF + pG, g=a f FVp f G. 


解这些方程，我们求得 


Ge-Ff 

EG-F” 

Bf-Fe 

EG-h 


f — Gf — Fg 




EG — F 2 , 


(5) 


Eg-Ff 

- — ■尋 

EG-F zm 




0 f = 


2 ， 


另一方面，从 (2) 可得 
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Eg—Ff Ff-Ge 

VeG^P ^ VEG -F 2 ' 


M = 


因而，改写 （5) 为 


M 


N 


L 


M 


( 6 ) 




， /3 


江二 


A 


A ， 


A 


A 


为了以后表示方便，改记 

L=b 

这样一来, （3) 与 (4) 就可表示成 


M~b \2 — 621 ? N = bzt 


11， 


^12 丄 &11 


dr 


A 


3 


dU 


ffl 


(7) 


r _6 12 9R & 22 1 At r jf 


v 


ifj 


因为这组微分方程是可积分的,所以 


9 dr 

2v\ 3u 


dr 


du\ dv 


也就是应成立 


9/b n \dR 6 12 d 2 R , 3/6 n \d 

dv\ A / ou A dudv~dv\ A / 3 t ? 

+ hi . l ^ + ? i R+v ?R 

^ A dv z ^dv V dv 


Ff 


- 12 量 1 , b\t d 2 R d /&22 \3 

du\ A / 3v A dudv du\ A / 3u 

_^_?!« . V R+vf ?« 

A 如 2 十而十 y 

另外,如把 R = (X(u f v) t Y(u,v) f Z(u f v )) 看成是直线汇的球面表 
示，则它的线素即为 d(T 2 = miu 2 + 2Fdudv + F 如 2 , 如果我们用厂“ 
表示关于这个形式所作的 Christoffel 记号,那么 

/ 3R | 尸 2 3i? pu 

7 11 ^- r ^ 11 ^— _ 必 it ， 


t：i 


b 


d 


( 8 ) 


9 


9 2 R 


du 2 


du 


dV 
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9R 


d 2 R 


»N 


厂 1 h I 厂 

』 1 2 ^ - 


2 


~FR, 


(9) 


dv 


cUoV 


3 2 K 


9R 


i 9R 


-GR 


一 = 厂 


+厂 




2 


dv 


dv 


du 


把它们代入 (8) 式，整理后可得 

HA 12 与 


r ]9 R 

O 一 


9 /b 


^ { ^12 


22 


y -2 r \ 


12 


+ m ? 


du\ A 


3v\ A , 


A 


A 


i oU 


b 


b 


9 


-2 r \ 2 i ^+ n 1 


n 


22 ~ZT 


A 


A 


dv 


I dy 2y f Eb zl 」 Gb n -2Fb vz 

VEG — F Z 


= o 


3v du 


由于 


( fi . 


9J? ai?\ 


o . 


3 m ， 


所以上列方程中•的系数都必须等于零，也就是 


9_/ bn 

9v\ A 


d fb 


b 


b 


u \2 \ \ 厂 2 ^\\ 9 厂 2 

du\X ]+1 22 ~ 2 厂 1 


^12 , 厂 2 

j +Y U 


22 


A 


A ， 


/^22 \ 9 / 办 12 、 I 厂 1 心 11 

V"ST/ M^"j +r22 ^A 


l 2-^ 


l +ri 1 ^- > no) 


2 厂 




ST 


A 


A 


3 y dy _ 五 622 + ^^11 — 2 Fb 
dv du 


12 


VEG — F 2 


根据厂“的定义 （§ 26. 1), 我们有 

^la A 


3ln A 


=厂1|+厂 


= r \ z+r 


I 2 f 


2 2, 


du 


cTV 


子是 


dbn 鲁-厂 w "+ (厂 m 爲 + 厂认 


△ y 二: 


2 P 


( 11 ) 
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-^+rizb u ^{ri 2 -ru)b n -r\ 2 b zz . 


db 


A / 


22 


du 


dv 


如果记 U X —Uy « 2 =t ?， 并记 


db 




ik 


b 


厂 u “ - n it b k 


( 12 ) 


ikl ~^vT du 


^ ， 


k 


那么我们就能写出 （ 10 ) 的另一种形式 


/ 二 


b , 


(13) 


^ : - 






219 


A 


A 


1 9 /&22l\ 

I I ■ - - - - I 

A idu\ A / 

方程组 (7) 则为 

dr __ 1 

A 


2.F b\ 2 一 Ebi2 一 Gb 

EG-F 2 


11 


(14) 


w 


9 R 


d 


-6 i 


+ b u ^- b 




2 


112 


du 


dv 


(15) 


dr 


Ui 


^ —^22 -^ f -* + 6 l 2 +^221 


9 


dv A 


du 


dv 


综上所述，对所给的两个已知形式 (1), 丑, F , G 必须满足一个 
条件:第一基本形式是正定且具有 +1 的 Gauss 曲率;其次，两个 

I 

形式 (1) 的各系数必须满足条件 (14). 

反过来，假定这两个条件成立，除了原点不动的一个运动外, 

完全可以决定1? = ( x , r , z ) ,于是方程组 ( 15 ) 就可积分,因此，除 

空间的运动外，完全可以决定一个直线汇. 




习 


1. 设直线汇的 Sannia 基本形式为 

fi~Edu % -\-2Fdudv + Gdv 2 f f z 二 Ldu 2 -\-2Mduiv^Ndv t p 
并且由此作 fuh 关于 du，dv 的 Jacobi 行列式 J (/ i ，/ 山称 «0 所 
对应的直纹面为配 分曲面 _ 证明： 这个曲而是实曲面，而且主要曲面的微分 
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方程是 

L 办 H- 2Mdndv-\~ Ndv 1 EN + GL-2FM 
Edu z + 2Fdudv + Gdv z + ’ 

又问： 微分方程 J [/ 2 , J(f” 八)]= 0所定义的是什么曲面? 


( Ogura ,1916) 


2. 对于方向 du ： dv f 


Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv l 
Edu 2 ^ Fduiv + Gdv 1 

称为配分参数；它的极大值与极小值称为主要配分参数，记为 

Km=(LN-M z )j (EG - F z ) 


P=- 


及 


+ (2FM-EN~GL)j (EO-F 1 ) 


分別称为总参数及平均参数，设？为一条光线的中心与中点间的距离.试 

研究 h ?，？/?， ( H /2- p )/ g ,[ ( H /2) p - Kj/q 的极大值与极小值所对应的五 
系曲面 


( Ogura , 1916) 

3 . 在直线汇中的光线 Ua ， t >) 引线汇的两个主要曲面设第三个方向与 


上两方向成定角0，那么沿此方向所作的直纹面的 p ， g 和 i / 必须满足 


H—p^qtg70 


(苏步青 ，1927) 


2 


4_从一个直线汇中取出单参数光线族使构成一个直纹面.如果这些光 
线的中心都与中点重合，则这个直纹面满足微分方程 


edu % -^r (/+/') dudv + gdv 1 gE — ( f - hf f ) F^-eO 
ZEdn l + 2 Fdudv + Gdv 2 


2(EG-F 2 ) 


5 •设 z/，r 的函数 QjbyC^ a 9 b fC 满足关系式 Gd f 4 - bb f + CC' = 0, 则寬 
线汇 ay - bx -\- c F = 0, cx - az + b f ^Oybz — cy + a ^^ 要成为法线汇，充要条 


件是 


db dc 


a 


(a 2 + M + c 2 ) 


b 


a 


c 


1 / 


a 


c 


成为全微分. 

_ 

6* 直线汇中一条 光线丨 与其所有邻近光线的公垂线必定构成一个三次 

直纹面（通称为 柱曲面 ，参考 K . Zindler , Liniengeometrie 11,82页，1906 
年版） • 
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7 .设直线汇的一条光线上两焦点间的距离为 p , 两极限点间的距离为 
a 并尺 两焦平面间的交角为 证明： 


— P 2 


P 




cos 6 — 


d 9 


d 


8 - 试求直线汇的两 Kummer 形式所满足的 条件. 当直线汇是法线汇 
时，证明所求的条件与 Codazzi 方程一致. 

共焦点的两个二次曲面的公共切线构成一个法 线汇. (Chasles) 

10. 凡是两个焦曲面一致的直线汇，必定是由焦曲面的一族渐近曲线的 
切线所组成的.设 d 为两极限点之间的距离，而反为焦曲面的总曲率，证明 . 


9, 


2d = 


-K 


Study 的推移應理 


对偶数与直线坐标 


根据 E . Study 的理论，直线的几何学可转化为二维球面上 
的几 何学. 为了实现这个目标，我们需要用一种被称为对偶数系 
统的特殊复数 • 普通复数有两个单位 l , i , 其中£ 2 = —1,而且它 

的一般形式; + 式中 a , &都是 实数. 对偶数则为英国几何 
学家 W . K . Clifford (1845 — 1879) 所首创，它的一 '般 形式是 

« + 这里 a 和&是实数,而且新单位 e 满足关系式 e 2 = 0. 对偶 

数满足乘法交换律，但因子定理却不 成立. 换句话说,两个对偶数 
的积等于零，各因子可以不等于零，例如 b * c ^=0, eb * ec ~0 就是一 

个 例子. 我们用普通复数的方法也可定义对偶数的正则函数. 


例如 


(a + cp) = "iosOScos e/3 — sincssin efi 

cosejg 二 1 -竝妒 + … =i. 


COS 


efi —-— —[-…™ ep. 


sin 


2 


COS (0 E + 


efisina . 


— COSCC — 


( 1 ) 


设一直线幺决定干两点 P ( r ) 和 G ( F ), 其中 
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r 的坐标为(心 y ， z ), 

r 的坐标为 (5 M 5); 


记 


R 二 p(rx r ), 

式中 P 关 0. 这两向量的六个分量构成幺的 Pliicfcer 坐标，它们之 
间成立着一个恒等式 


~ p ( r — r). 


( 2 ) 


RR =0 


(3) 


现在，选取 P 使得 


2 _ 


(4) 


那么的三个分量便成为幺的方向余弦. 

_ 

如果一点 P («, V) 在忿上,那么我们有 

p = flr + 6 r 


(a + 6 = l). 


于是 


(ar + 6 r ) x p(r — r ) 

= p ( a + b ) (r x ~ F ), 


x 




就是 


(5) 


px 


反过来，如果点满足这关系式 (5), 那么它一定在直线 5? 上. 

事实上，户的三个分量满足 (5) 式的三个方程，其中，由于 (3) 的关系 

从前二方程可推导第三方程，这表示了点 p 在一条直线上.另外, 
P 二 r 或 =7" 都满足 (5). 所以/0常在直线幺上. 

从原点引直线忿的直交直线,由公式( 5 )易知垂足的向径是 




这是因为 






)X 


2 


R-(RR) 


px 


即 （5) 成立.另外，还有 


p = 0 
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我们按照 Study 导入向径 


(7) 


+ eR 


显然，这对偶向径和直线幺有一一对应.由于 B 2 =i,Rfi = o， £ 
0 ,所以 


( 8 ) 


因此,表示单位球上的一个对偶点，这样一来，三维空 间&的 
直线被表示为单位球上的对偶点.这就是所谓 Study 的推移原理. 


对偶点与 Sannia 的基本形式 


设幺，幺*为二直线 ，12 和为对应的对偶点.从 ( 7 ) 和 


⑴ 


作乘积 


而且用炉表示二直线间的角，则 




+ fi(R R* + R* fi) 


( 2 ) 






(3) 


=COS 炉 , 


式中， M 表示实部分. 

为了明确它的对偶部分,我们在幺上取两点: 

r 和 ^F=r+lJ, 


而且在幺#上也取两点 


和 r* + R* 


现在，从 


rO ， y ， z), 

7 ( 犮，罗,幻， 


作行列式 


y 


X 


Z 


y 


( 4 ) 


F - 


y 


1 y 


V—■ 

-ii -r 
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而且关于前二行展开它,我们便有 ~ 

V = RR*^ 瓦二历 (RR^) 


(5) 


式中，您表示对偶部分 


可是，另一方面 


—( 6 ) 


7 = 


r 




这里，我们如前所述，已令 


R ( i ,^ 

此外,我们移动两点 r 和 r *, 使分别重合 F 幺、幺 * 同它们的公垂 
线的交点,而且用 识表示 幺、忿*间的最短距离 • 这样一来，成立 


下列关系 


V(KxR *) 2 


所以 


(7) 


— g>sin<p p 


因此， 


从(3)、 （8) 和段1 (1) 得出 


( 8 ) 


RR 


— cos(p — eip sirup = cos 


(9) 


式中 


0 = (p J t~eq> 

称两直线间的对價角 • 从( 9 )立即得出两直线幺和忿*的直交条 


( 10 ) 


件 


HJ?* = cos0 = O. 

这是由于，不仅炉而且还有炉= 


(id 
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两直线间的角和最短距离对于空间的任何运动是不变的.反 

过来，如果空间的一个连续点变换使任何两直线间的角和最短距 

离留着不改变，就是说，以这些为不变量，那么这种变换一定是运 
动.所以在单位球面上，凡使对偶角不变的对应，就是对偶旋转， 

与空间运动构成一对一的对应。 

现在,设一个直线汇的光线对应于对偶点 


R 


R(u 9 v) v). 


( 12 ) 


那么,在单位球面上所作的对偶线素 


dR 


(13) 


是对偶旋转的不变从 (12) 我们有 

dR 2 = dR 2 ^ 2edRdR 9 


(14) 


是它的实部分等于 

, 


dR 2 ~Edu 2 + 2Fdudv J rGdv 
就是 Sannia 的第一基本彤式.我们将 证明： 


05) 


士奶 (dR 2 )=dRdR 


(16) 


是 Sannia 的第二基本形式. 

实际上 ，设和 3和分别表示直线 K «, 和它的邻近直线 

r(M + rfM，V + dl ；) 间的角和最短距离，那么 

d0 2 = d<p 2 -j- 2ed<pdg>. 


是，当我们局限于二阶微小的计算时，便有 

d 0 2 = 


2 d0 = 1 — COS 2 d0 


n 一 

R [ R ^ 


dR^~d 2 R 


R 2 ^RdR^±Rd^R 


= l — i 


2 


1— 1 十 


2 
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=- Rd 2 R =dR 


所以 


— ^ ( dR 2 ) = — (<?0 2 )= d ^ pdip ^ 

A 

这就是 Sannia 的第二基本形式[参考 § 35. 1,公式(1>]. 


习 


1. 设一直纹面的方程为 


R=R(t) +£/?(<)• 

证明配分参数 [ § 32. 1] 等于皮 ( t ) R r ( t ) : R f 2 ( t ). 


证明 




(RRR^) 


(RW) + (RR Rn + (RR Rn 


P 




(RR f R^) 


都是一直纹面的积分不变羞. 

, T 1 

•m 

3. 如果两个斜曲面互为变形,而且它们的母线互相对应,那么缔 括线也 
互相对应. 


4 .为了使两个斜曲面互为变形，而且它们的母线互相对应，充要条件 
，:尹4沿对应母线相同 


(Blashke) 


37 - 导来直线汇 


定义 


在一曲面$上取一个单参数族的曲线，它的切线全体构成一 


个直 线汇. 如选定这族曲线为没的参数曲线《，即《=常数，并取 
曲线 v . 


常数，使两系参数曲线成共轭系统，那么第一 
系可展曲面是以曲线《为刃线，而且第二系可展曲面沿一条曲 
锋”包络成原曲面沒.我们方便上采用这为参考曲面.设&为 
第二叶焦曲商 • 于是所论直线汇的光线与&上的曲线〃相切•在 
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A 上，曲线《的切线也构成另一直线汇, A 是它的第一叶焦曲面， 

从而它的第二叶焦曲面私当然就被唯一地决定下来.接着，在 
上按照它的曲线”的切线又可定义第二直线汇，而且在沒 2 上再引 
曲线《的切线，便获得第三汇.这个方法一直可以持续下去，除非 
其中有一叶曲面退缩为一条曲线而引起中断. 

同样，在曲面沒上引曲线 r 的切线汇，它的一叶焦曲面当 然是: 
衣，而且另一叶便被完全决定了下来.接着，在上的 曲线: 
»又构成另一 线汇. 以下依此类推，结果是，我们获得了 一列曲 


344 


面 




* • % 


仅当列中有一曲面退缩为曲线时，这个曲面列才会 中断. 列中，各 
曲面上的参数曲线构成一个共轭系统，称共轭网.按照 Darboux， 

称这列直线汇为 导来直 线汇. 给定了一个直线汇，如果要推出^ 
的导来汇，我们就必须对它的可展曲面有关的偏微分方程进行积, 
分，因为这样才能把焦曲面的共轭网的曲线决定下来. 


2 - 分析表示 

由于参数曲线《， p 是曲面沒上的共轭网曲线，攻 的点向& 
r ( t <， v ) 必须满足 Laplace 方程[参考§ 14.3] 

十 

式中，《和6都是 a ， y 的已知函数设^的对应点的向径表示为 


dr 


( 1 ) 


dv 


r" 则 


m+ 山与 1 ， 


du 


式中表示两焦点间的距离 (丑 = 以)， 

然而线汇的光线必须与况上的曲线 v 相切，所以 




37. 导来直线汇 


345 


dr 


dr 


( 2 > 




dv 


9 


m 


式中士是的函数. 

如果把上列的 的表示式代入 (2) 里， 而且按照 (1) 改写，我 


们有 


(t)-t 


d 




二 y ， ^i=~ 


9v 


于是曲面况便决定于方程 


ri ^ r+ T?u 


(3) 




而且方程 (2) 采取下列形式 




dr , 


9 r 


(4) 


dv 


同样,我们得到曲面的表示 


1 dr 




(5) 




而且 






r 


d 


dv 


f 


从 (3) 和 (5) 易知，当 At 或 6 等于零时，曲面或况取位于 

■ 

无 穷远. 当《和6都等于零时，汐变成了平移曲面.由此得知 ,一 

个平移曲面的生成曲线构成了两个直线汇，而且各汇的另一叶焦 
曲面都在无穷远处. 

倘若私退绾成曲线，那么 n 单是 W 的函数.从 (4) 得出条件 


(i) 


dv 


b 


同样要退缩成曲线，就有条件 


(H 


2 


du 


对于 Laplace 方程 (1 >所作的两个量 
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da 


h 二一十 ab ， 


du 


c 


+ ab 


dv 


称为 Laplace-Darboux 不变量.所以我们可将上述的结果表达 

如 J 次： 为了焦曲面&或退缩成曲线， 充要条件是：不变量 k 


或公等于零 


习 


]• 设曲线 tt , v 在曲面汉上构成典轭网，而且为曲 线”的切线 [的 
二叶焦曲面.求出沒和的对应点间的距离 P 和两焦平面的交角认 

在前题假设下明袖面 S 在点( II , to 的总曲率咒等于 


2. 


fsin * i 3 f sin^QSp 1 N dQ ) 

十 ■瓦 1 十； 


— 


(Berwald 1909) 

在一个抛物面 (椭圆 的或双曲的都可以)上的各点引軸的平行直线而 

且作各直线关于拋物面的反射光线. 证明： 这反射直线汇的两叶焦曲面退 

■ 

缩成两条焦点抛物线，于是戈的中点包络是 Bnn 印 er 极小曲面. 


3 


* 


( V . Kommerell ) 

4 . 设中点曲面是参考曲面，而且 u &常数和=常数是两焱可展曲面. 


表示关于第一基本形式财 ^ + 2 F 拙办+沉沪所作的 Christoffel 


以 


ik 


记号，则直线汇的两焦曲面是 


r y = r + pR ^ 


rt — r ^ p ^ 


第一基本量分别是 


,= 4 ( 铎 + 匕卜)： 

1 於感 ) 


F 1 = — 4 p 


G \ = 4 p ^\ G + 


12 
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S) 


Ez^Ap % ( E + 


一 4 f> 


p ) 


2 ~~ 


第二基本量分别是 （A ^ VEG - F ^) 


c 卜 ) 


2A J 


— 


Mi~O f iVi =— 


, T 一厂 I 
/ ■ - . ■ ■ ■ _■■， 

Vg v 如卞 


p; 


122 


2 


( 誃+口 p ) 


2A 


2 A 


L z ^~ 


Pf Mz = 0 , N z ^= 


^/e 


ve (n 


总曲率分别是 


2 


1 


A 2 


A 1 


nJ 


22 




K 产 


p ) 


(^ + \ n \ p ) 


ApG 


4 pE 


% 


为了在直线汇的两叶焦曲面上的惭近曲线互相对应（这种线 C 称 IT 


5 


# 


汇)，充要条件是 


^ K 榮 ) 


K x 


式中，$表示两焦平鲔间的交角，而且2/>表示两焦点间的距离. 

决定一直线汇使它的两叶焦曲面沿各自曲率线和可展曲面相交 (Gui- 


6 


chard 汇) 


33 


主要曲面和可展曲面的球面表示 


L 主要曲固 


前文 [ § 34. 3] 中，我们曾经定义过一条光线彡(《, V ) 上的两个 
极限点和所对应的两方向 

Edu J rFdv 


Fdu + Gdv 

edu 十 ~(f + f’ )dv^-(f r f f )du + gAv 


(1> 


二 0 


2 
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这个微分方程定义了线汇的两单参数族直纹面，其中确有两曲面 

通过各条光线的，称它们 为主要曲面. 各主要曲面在对应 
极限点的切平面决定于 Ktt , lO 和在这极限点的公垂线.我们称 
它 为主要平面. 

从 (1) 易知：曲面 W (即 = 常数)和曲面”（即 a = 常数）要成 
为主要曲面，充要条件除了两 Kummer 形式的系数成比例的情形 

外,应当是 [§34. 3, 公式 (9)] 

F = 0, 


/ + / / = 0 

所以一个线汇的主要曲面在单位球面上的表示是一个直交 


( 2 ) 


系，而且各光线的两主要平面必须直交. 

为了应用的方便，我们下面将求出一个直线汇的两 Kummer 
恶本形式有关的可积分条件. 

设 r («， r ) 表示参考曲面则成立下列方程 

-j-fiR v + yR, 

■Rit + P 、 R V + Vij 


mi 


( 3 ) 


式中，各系数具有表示式 

a — Ge-Ff 

EG - F 2 

\ 

■ 

a 一 Gf—Fg 
1 EG — F v 


Ef-Fe 

EG^F^^ V = ruttf 

% 

Eff — F f 

表不关于 Edu 2 i ~2 F dudv -(- Odv 2 所作的 Chris toff el 

记号,则微分方程组 ( 3 ) 的可积分条件是 

9 f r dg 

1 ■ ■ I ■ ■ 

dv 9 u 

*** P »^*^ ,,,,, 

dv du 


— ， 夕 = 


( 4 > 




以 


k 


9 I Fy — E)^ = 0 , 


( 5 ) 


分十 Gy — Fy { =0, 


+ / — f f = 0 




33. 主要曲面和可展曲面的球面表示 


349 


现在，我们采用主要曲面为参数曲面《,〃，而且采用中 点曲面 
为参考曲面.这样一来， （2) 式成立，而且两极限点间 的距离 2 r 等 2 


于 


2e _2g 

E G ， 


( 6 ) 


2r = — 


从而 


(7) 


e — — rE f g=rG 


从 (5) 式的最 初两方程式和(2)、（7) 便可求出和 V , 结果 *1 


下: 


0 


I 亡 ㈣ — 


Vi = 




V ^EduW'EGj 9 
¥3/ f _ 

<? 3 vWW 


V 


( 8 ) 


1 9 


(rG) + 


G du 


可积分条件 (5) 式的最后方程变成 


9 2 r % 9\nE dr t dlnG dr , d 2 \nEO 

■圓 _■ I - * ■ __ "- — 1 ^ - — _ t 

dudv^ dv 3 «丁 g u ^ ^ 


2 


r + 


dudv 


V 


9 


(9> 


d 




这时,中点曲面决定于下列方程组 


+^ r i? v + yl?. 


G 


( 10 > 


+ Vi 


^v = 


T 


式中，7和化的值为 (8). 

由此可知，我们所探讨的问題归结到微分方程 (9) 的积分.由 

于 r 和 f 这两函数中有一个是可以任意选定的，剩下来的一个则 

为一个二阶偏微分方程的解.所以单位球面上的任何直交曲线系 

是足够表示一个直线汇的主要曲面的，而且线汇的方程含有三个 • 
任意函数. 




线 
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都是极小曲线时，这直线汇称极小线汇. 

我们首先阐明一个曲面在什么条件下才会变成以极小曲线为 

刃线的可展曲面. 

这种曲面 r («, v ) = ( x , y , 幻应当具有下列 方程： 


( p { u)du 十土— qp ( u)v 


2 


1 + 


q) (u )du ^ ) 9>00 妙 , 


a 


= uq > ( w ) du + U(p ( u ) v , 


式中，炉⑻尹 0 是单独《的函数，从此得出第一基本量 

I 

E = v *9? 2 ( u ) , F =0, G =0, 


因此 A 2 =^ G - F 2 = 

际上,这时所论曲面的线素应当是 

ds 2 — du + \/^G dv) % % 

以 A 表杀 Hdu + V 一 duv 的一个积分因子,则按照 

A(/s/~^du+^s/G dv) ^dui 

便可定义函数仏，使得所以当曲面的参数曲线被定 

为曲线 A =常数和另一系 曲线心 =常数时，杓= 

后,我们有 


这个条件不仅是必要，而且是充分的.实 




O i; = 


改写 


dr dr 

3 u x dv x 


dv x 


第二方程也可写成另一形式 




1 +tt 


^笔 hi 


t>i 


Vi 


式中 A ? 表示任意函数.通过积分,我们得到曲面的表示 
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1 


+2, 

I 

^kdv x +ft$ 


x = 


i +社1 2 r 


( l ) 


2 


i^hAvi+v, 


z — 


式中， A 、/ i 、 v 表示单独 A 的函数.把最后式 (1) 代入上列的另一 
条件中，结果是 


(1 — + i (1 + Mi 2 )^^-+ 2 mj ^—~0 


dui 


dui 


所以曲面 （1) 的切平面的方程是 

— + i (1 + 2u l (C—z) =0. 

■ 

于是这可展曲面的刃线是极小曲线. 

这种曲面称为极小可展曲面. 

2. 极小直线汇的性质 

_ 

已知一个直线汇时，如果取它的中点曲面做参考曲面，而且取 
屯的可展曲面做参数曲面 w ， v ， 则中点曲面决定于微分方程组 

r M = —pl? u + 


( 1 ) 


n = P 


.式中 ,2 p 表示两焦点间的距离 [ § 38. 2,公式 (3)] 

两焦点曲面况和炎的方程分别是 


r 1 = r + pR, r 2 = r —p 


( 2 ) 


从 (1) 容易导出 




m 


( 3 ) 


dr 


dr 


=- 2 p 


)12 i 


P 


d 


u 


/ 


12 


v 
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由此就可求出^和沒2的第一基本量 ipGi ； F 2p A，％ [参见 

§37, 习题 4]. 特别是， 

4 

Aj = \/ E iG \ — F\ — 4ifi\/ G ( p u + 


r P 


12 \ 


(4> 


卜 +S p ) 


△2 = \/E^Gz 一 ^2 ~ E 


于是一个直线汇要成为极小线汇的条件是/ € 

P ^ ( p * + 


(5> 


4 ~ I 


如果 p = o , 则从 a) 得知中点曲面退缩成一点.如果 (5) 式中 

的两方程左端括弧式之一等于零，则从 (3) 得知曲面况或^^将退 

缩成曲线.这两种特殊情况都不是我们所要讨论的 4 所以，在一 
般情况下，所求的条件是 


E — O f G = 0. 

反过来，如果( 6 )成立，则 a ,= o , a 2 = o , 于是两叶焦曲面 都是: 

极小可展曲面.因此，极小线汇的可展曲面在单位球面上的象是 i 
球面的极小曲线. 

从( 6 )和§ 3 8. 2 ,公式⑴得出 e = 0,^0, 而且按假定/十尸 
= 0,所以这时成立 


⑻ 


drdR = 0 , 

就是 r = 0. 换句话说，任何直纹面的缔括线总是落在中点曲面 

上.由于从(7>也可导出 （6), 所以我们证明了 Ribaucour 定理 
(1881)； 


(7) 


定理一个极小线汇的任何直纹面的締括綫总是落在它的中 
点、曲面上.反过耒，如果一个直线汇具有这个性质，则它必定是核: 
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小线汇 . 此外，它的中点齒面与其球面表示具有线素直交的性质, 

I 

Ribaucour 述证明了下列 

定理一个极小线汇的中点包絡面是极小 曲面. 

: 所谓中点包络面是指在各光线的中点引这光线的垂直平面包 

_ 

络而成的曲面.所以包络面的 Gaus? 球巧 表示也 就是直 线汇的 

球面表示 fi. 如上所述，中点包络面上的 b 数曲线 M，v 是 以球面 

上的极小曲线为 象的. 如果我们簿够桩明这两系_线《，々构壤包 

_ 

络面上的共轭网，那么 便罗 断定包络声; | 辨小 曲面. 实际上，用 
E ' F ， G ; U ， R 表佘包络 fe 的第一、釦未量.它的第三基本 

量之中，按照假定 e = e = 0, y —19. 1,公式 (6)] ，即： 

OL i - 2 FML ^ M 2 ^ 0 , ' 

2 FMN ^ QM 2 - 

洇 此> 当觅 =o 时，及士 o ， g = o , 于是包络面的平均曲率等于零 . ， 

为了 证明双 =0,我们首先写下包络面的切平面的方程 

R ( p — r ) = 0 f 
Rp^W (TF = i?r), 

式中表示中点，而且 p 表汞动点向径.于是 

W ^ R u t + p tt , 

p 

灰 t ； :二 J?t?r + -Rr v = R v t + p v9 • 

UV — ^ UV ^ v Puv 


I • 






■ 




或者 




只 J — FRr | pR u R v + p 




2 ) ; 


=：12 


W V ~FW + p 


Pu 


12 , 


12 


cr 


Pv + pP 


Puv~FW^\pF 
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= 0 .然而按照 


这是因为， 这时 我们有 E 二 Q ， G 二0, 


= 0 , 


12 


12 


§ 38. 2,公式(2)， p uv + F P = 0, 所以 


( 8 ) 


另一方面，在中点平面 Rr ^ W 的包络面上，我们知道 






从( 8 )便得出 m =0 9 就是说, 参数 曲线％ y 构成共轭网，这就是所 


欲证明的 


4 


Guichard 直线汇 




定义 


Guichard 曾提出并解决了下列 问题： 决定这祥4直缇汇使 

得两叶焦曲面和可展曲面相交于焦曲面的曲率线. 

这里按照 Bianchi 的命名，称这种线汇为 C^hiichard 线汇. 如 
在爹抑所述，我们选取可展曲面作为参数曲面.根据假设得知两 

I 

1* •! 

焦 叶况， 执的第二 基本量 J^ = 0, 贾 2 = 0,所以这线汇要成为 
duidiird 汇的充要条件是 


Fi 二 0, Fi = 0 


也就是[参考 S 37,习题4 ] 




CD 


现在，我们将阐明所论的 Guichard 直线汇与常总曲率曲面 

间存在着的密切关系 • 为此，采取一个曲面的渐近曲线作为参数 

* I 

线《，於，于是厶 = 0，iV = 0, 而且总曲率 

eg—f 2 1 


M 1 






EG~F l 


2, 


M 2 


P 



G 


式中 da 2 ^ edu 2 + 2 fdudv + gdv 2 表示所论曲面的球面表示的线素 * 
于是 


1 _M 

P A 


(A = V EG-W); 


E = p 2 e p F = — e 2 f ， G 二 p 2 g f 

而且 Codazzi 方程[参考 § 2 6 , 习题 7 ] 可改写为 

- 31 印 一 2 


， ainp 


= - — 2 


2 u 


9v 


12 


12 


从此立即得出下列 定理： 

I 

如果一个直线汇是 Guichard 汇，则它的可展曲面的球杳表 
示必为一个常总曲率曲面的浙近曲线的象，而且反过来也成立 • 

这时,我们总是能选取参数〃使得 

E = G = l，F = 


—— COS0J, 


式中《满足 


^=sin 


dudv 


从 §38. 2,公式 (2) 易得 


S^v = f)Q0SG> 


这微分方程有三个特殊解6 ;?，（，即 fi 的三个分量.例如,取 

I 为 P , 则从§ 38. 2得到 r 0 r ， y ,2) 满足 

@=0, 

du f <fv 

这表示了，这个决定于的直线汇是以一个平面为中点曲面 


a 


X 


= 0 


的 


2 ， Guichard 线汇与 Voss 曲面 

按照 §39. 2,公式 (3) 得知，焦曲面 «)) 满足下列方 


程 
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2^R 




(1) 


du 


以在怂上各点所引曲率线 V 二常数的切线就是所论线汇的光 

线.我们易证，这条光线必平行于中心曲面的法线.实际上， 

V 

由况在一点的法线和曲线常数（曲率线)的切线决定了一个 
平面,而这平面不但垂直于所论的光线，还成为中心曲面工：的切 


平面 


由此可见，对于曲面^的曲率线系 ( M , *0 必有中心曲面 
上对应的共轭曲线网，而且这网在球面上的象重合于线汇的可展 

p 

曲面的象.另一方面，当我们关于 2:(7) 的线素作出 Christoffel 


k 


\ 


记号 


时，由于参数曲线 (《,!>) 构成共扼网，而且的曲面 


争 


* 3 


法线的单位向量是 R ， 所以 


= 0, 


= 0 


关于《对 (2) 的前一方程导微, 




= 0 , 




(f 


2 


12 


= 0, 


12i 




{xr 


N 


同样，我们得到 


2l f 


L 


+ N 


⑷ 


22 


这样一来，段 1 的充要条件 (1) 现在可改写为 
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{ 


(5) 


= 0 , 


2 2 


这些条件也表示曲面上参数曲线«都是测地线的条件 
C § 25. 5], Voss (1885) 研究过一些具有一个共轭测地线网的曲 

I 

面;我们称这种曲面为 Voss 曲面.由于上述的结果是可逆的，所 

_ 

以得到 ^ 


Guichard 


为了一个曲面上有这样一系曲率线，使它的 
切线构成 Guichard 线汇，充要条件是：这曲面的一个中心曲面成 

为 Voss 曲面，而且构成线汇的切线与所论中心曲面的法线平行 


我们还可证明 

定理设一动平面垂直千 Guichard 汇的各条光线而怎把达 

光綫的两焦点间的线段分成定比，则这平面的包絡是 Voss 曲面. 

、 I 

推理一个 Guichard 幾汇的中点包絡是 Voss 曲面. 

此地证明从略,让读者自己去做. 


礼灰直线汇 


1. 定义 


设一直线汇的两叶焦曲面以各自的渐近曲线互相对应，则称 
它为灰直线汇. 


我们在前文中[参考 §30. 2] 证明过一个灰曲面的法线汇具 
备这性质，这就 是诼汇 称呼的由来，因为采用了 Weingarten 的 


首宇 


如果采取中点曲面作为参考曲面并以可展曲面为参敦曲面， 
便易求两焦叶的第一和第二基本量[参考§ 37,习趣4 ]. 从此便 
搏到两叶的渐近曲线互相对应的 条件： 
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或改写为 


或者按照各叶的总曲率反2,两焦点间的距离2/>和两焦平面 
间的交角0来表示为 ° 


) 


sin 


K x K 2 ^ 


⑴ 


2p 


这就是一个直线汇要成为砍汇的充要条件 


Lelieuvre 公式 


为了研究讯汇的方便，我们首先阐明一个曲面及参考于仑的 
渐近曲线 u ， v 的情况.这时 


L— 0, 0; 


M 2 


eg—f 

EO-F 2 ~ ~ 


K =- 


( 1 ) 


P 


E=p 2 e f F= ~p 2 fpG=p 


而且 Weingarten 公式变为 


(Fr u -Er 9 ) 


p \/ EG — F 




^ v ~ p^/EG^ 

式中 r 和 《 分別表示沒的点的向径和法线单位向置 

从此解出 r « 和 r %: 


r u ^=ep(n u xn) $ 


x 


式中 


«= 士1 必须按照总曲率尤的正负而分别取+ 1或 一1. 


又令 


V = V —epn, 



Mjr — m Ajl 
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我们便得出 Lelieuvre 公式（1 88 8) 如下： 

r u ^V x V u , r v = —(VxVJ 


(2) 


这组方程的可积分条件是 




d 2 v 


dudv 


实际上，从定义得出 


+ V " \/ — €p 

V + n/— ep 

p P?Y. I 9 】 nV P (dV d\n\/~p v 

3u9v dudv V 十如 dv + ~ 2 i — — V 

91 n Vp 


du 


du 


gv ^ginV"^ 

dv dv 


V 


+ n / — f p 

_ 

Iny ^ p I 31iin/ p d \ n\/p 

-^V 1 — 

dudv 


—/n 


v 


u 


du 


2v 


/ V 


du 


2 


所以 V •的三个分量是方程 

2ucV Vn/ p dudv 


mm 


反过来 ，设给定了方程 


d 2 


= ji 6 ^ 


(3) 


dudv 


式中 A 是 , 

询董，那么由 （2) 所决定的曲面 r ( u f v ) 必以它的街近曲残为参数 
曲线《，》，而且它的总曲率等于 


的任何函数，且 V 是以 （3) 的三个特殊解为分量的 


iT= 


(V2) 


-2 


<4) 
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W 直线汇的决定 


Gsichard (1890) 把上述的 Lelieuvre 公式应用汇的研究 

中去.现在，我们叙述大致情况于下. 

设两曲面沒 （ r )、 及 ( F ) 都参考于各自.的渐近曲线弁且以 

同一组 (《, ”)为对应点.那么,在怎样的条件锋芦_再的对应 

点的连线才会成为它们的公共切线呢 * 


? 


沒和及的点向径 r 和歹分别决定于下 列±方桓组 

VxV u , r v =^( VxV v ); 

T U =V xV u> 




-(V x V v ) 


(1> 


r 




V 


式中 


d 2 v 


9 2 V 




LV 


( 2 ) 






mtdv 


dudv 


而且当 


V 2 = a , V 2 = a 9 


(3) 


便有 


n mm § JHC = 


(4) 


=2 




由于 V 和 V 分别表示沒和及在对应点的法线向量，所以要使 
对应点的连线切于占和沒，条件应当是 

I 

V ( r - r ) = 0, V ( r - r ) = 0, 


或者改写为 


( VxV ), 


r—r 


(5> 


mi 




式中 m 表示数量函数. 

为决定 wi , 我们作两焦点间的距离 2 p 的平方，即 

(2 p ) 2 ^( f - r ) 2 = m 2 ( yxV ) 2 

m 2[y2y2_ ( yy )2 -j 
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— m 2 aa\ 1 —i 


''V cs V 5 


w 2 aasin 2 0, 


式中 0 表示两焦平面间的交角.然而按俞段公式 (1) 易知 
我 们选定1,于是定下了向量 F 的正向，而且改写 (&), 


1. 




Vx 


( 6 > 


关于《对 (6) 的芮边导微,而1按 (1) 简化它, 


9 


(V 十 V ) x ( V ， V )^ 


9 


+ (V + V ) = KV - V ) 


3 




式中 A ; 表示待定的数量铋数 

同样,我们有 


9 




^(V~V) = Z(V + V) 

I 

式中丨表示另一个待定的数量函数. 

这样，我们得到方程组 


dv 


d 




^( v + v )= k ( v - vy P 


d 


(V-V ) 二 i(F+V)_ 

现在，对前一方程两边关于 v 导微,而且按照后 一方程 改写导 
微的结果，我们有 


(7) 


dv 


9 k\Tr 


^-kl-^)V + (^~kl+^)V^O 


dv 


dV 


同样 


di 


21 


㈤ 幻 v = o . 

I 

所以上列两方程中的每个括弧式都等于 0 , 于是 
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k 2 kdl 

dv dv 


c 


dv 




最后的关系式可以表为 


3 


2 


⑻ 


k =fu l ^ l =fv U t 


r ; 


从而 


:. • 笔： 


1=9 ^{ r ) 9 A=$i 

, 

从 (2) 易 知 A 和 分别满足 

d 2 0 y 

dudv 

n 

v 按照 (8) 改写 (7 )， 我们终子获得 


-tS 2 ^1 r ; 

dudv 

▲ 


^ Sk ( 9 ) 




2 


(勤崎 


3 


-=±： X Q i ， 


:： W 


dudv 


V 


9 


^ v) -m 3 ii 


( 10 ) 


I V 


乒汛 ▽)= 


dV \ 




Ov dv 


设 A 是+列第一方程的一个已知解,那么从 (10) 的积分便求 

得向量函数于是把 (1) 积分起来，我们就获得一个曲面没，使及 

与浴木仅是以各自的渐近曲线互相对应，而且对应点的连_钱还切 
于/9和及 


综合以上所述，我们得到 

定理如果一个曲面占参>于浙近曲线，而且它的方程具备 

Lelieuvre 形式，那么我们从方程 


3 2 6 


m 


dudv 


，的各解便可决定一个对应曲面及， 使汶 和及成为一个怀直线汇的 

两叶焦曲面 • 这个曲面及是单独由识分来决定的 


42. 圆汇与曲线汇 


Ribaucour 定理 


设空间有单参数族的连续圆周集.它的轨迹就称为圆 

Kibaucour 证明了下列 

定理在一个圆面上，与它的单参数族中的+圆直交的四条 

■ 

任何 曲綫必 有下述性质：它们与族中任一圆的四个交点组成一定 
的交比 ■ " 




证明设一个动圆的中心 ( c ) 和半径 r 都是参变数 z ; 的函数. 

_ 

为了表达动圆上任何一点的向径 ( r ), 我们在动圆所在的平面上取. 

■ 

定互相直交的两单位向量 aO ) 和 b (〃)， 于是 

a 2 二 1，6 2 = 1, ab = 0. 


(1) 


动圆上任何一点的向径是 


r(acos0 + fc|sin0) +C ， 


( 2 > 


r 




式中0表示动圆上一点 ( r ) 与圆心的连线同方向 a 的直线形成的. 

I 

交角.现在，令 


(3) 




2 


把沒看成《的函数,圆面 ( r ( w , *0) 的基本 量丑 , F 是从(幻和 (3) 算 


出的 


d0 


At 


E = r 


du/ 一 （1 十 2 / 2 ) 2 ’ 


Jfl 

F = r u r v = (—rasin0-}-rbcos0) — 


du 


[( ra ) ’ cos 0+ ( rb) f sin 0+ c f 2 


2 


( — rtf sin 0 + rbcos0) 


1 十 《 


{ra f cos9 \ rh f slnO f r ; (acos^ + bsind) +C’} L 
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2 


(^4co$0 + 5sin 0 +C) ， 




1 +.U 2 

式中〜”表示关于 r 的导微，而丑 A 9 B 9 c 表示 p 的某些函数. 

由于各圆的切线方向对应于加= 0,所以圆面上与这族圆直 
交的曲线决定于微分方程 


Edu -f- Fdv ~ Op 


也就是形如 


du 


= P ^- Qu -^ Ru 2 


(4) 


dv 


的 Riccati 型方程，其中都是 i ; 的已知函数.因此，它的; 
任何四个解 w r ， w 2 , m 3 , a 4 有一定的交比，即： 


U 广 U 3 • «!— « 4 
^2 一 议3权2 一 ％ 


(«1« 2 /»3^4) 


=常数. 




设 h 是按 (3) 对应于％的角 G = l ， 2 , 3 , 4), 我们容易算出 

~ K ~(^3 —沒 1 ) sin -~(^ 4 — D 

■ - 

(❹3 — 汐 2 ) sin -~(^4 — 沒 2 ) 

右边恰恰表示了在动阆上四个交点的交比 


sin 


^ 3 ^ 4 ) = 


sin 


2 


2 


证毕 


2. 法®汇 

J 

I 

空间内由双参数族的曲线组成的连续集合 ，称曲线汇. 如果有 

单参数族的曲面存在,使各曲面和汇里的各曲线都直交,则称这汇 

为法曲线汇. 

.设是三个自变量的向量函数，而且假定它的 
三个分量是独立的，直到必要阶数是可导的函数.当取定 

:值时，因/的变动，点 r ( tt ， v , G 画成一条曲线，而且随着值之 
不同，我们便获得双参数族的曲线.所以 


M，y 一 


= r(M, v,t) 
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表示一个曲线汇. 

如果这个汇是法曲线汇，则必有单参数族的函数 

t ~~~ t v) 


( 2 ) 


存在,使得向量方程 


r 二 r[M,z^(w ， v)] 


(3) 


所代表 的各曲 面都直交于所有的汇 曲线, 于是必 须成立 


dt 


r u r t + r 2 t 


0 


cU 


⑷ 


dt 


2v 


现在令 


r = r ?， U = r t r U9 V = r t r 


(5 y 


则 (4) 式表示 


jT dt 十 Udu \ Vdv — 0 

是一个全微分方程，所以曲线汇 a ) 要成为法曲线汇的充要条件是 

3 U 2 V 


( 6 > 


9 V 9 T 


幻 + 7 1 芸 -f 


T 


+ U 


(7) 


dv 2 u 

双参族圆的一个连续集合称为圆汇.我们将求一个圆汇要 

成为法圆汇的条件. 

设二向量函数 a ( u , v ) 9 b ( u 9 v ) 满足下列 条件： 


dt 


1 


1 


= 0 


又设 


，》的另一向量函数， 而且 r 是 w , ” 的 函数，则 




r = r ( acos 9+ bsin 9) +c 


( 8 > 


表示一个圆汇 • 如果要决 定一系 曲面使 与双参 数族圆都直交，那, 
就必须对方程 


rd 9 + l(bCu) cos9- ( ac u ) sin $ + r ( ba u ) 3du 

+ L ( bc v ) cob 9— C < tc v ) sin @ 十 

进行积分.当方程 （9) 为可积分时，所论的圆汇变为法圆汇 


(9) 


然 
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而，这时条件 (7) 应当具备下列形式 ： 

^4 + Bcos0 + 0, 

式中 都是的某些函数， 所以圆汇成为 法圆汇的条件 


(7 f ) 


化为 


^ = 0 , B = 0, <7 = 0 


实际上，计算的结果如下 


9 


9 


2 


5 - (^ a «) - — ( ba v ) + ( ac «) ( bc e ) 

oV cU 」 

— (ac v ) (bc u )=0, f 

rl(ba v ) (hc u )- (ba u ) (bc v ) (ac v ) -^(ac u )] 

aV 


r 


( 10 ) 


+ (flC u ) T v ~^ (QC V ) l* u = 0j 


( 11 ) 


d 


d 


(qc u ) — (bci u ) (dCy) —0yc u ^ ~ t ^(bc v ) m } 

aV 


d 


m 


+ (bc v ) 7*11 (bc u ) t v = 0 

_ 

当这三方程不同时成立时, 满 足方程( 7 ' ) 的解至多只有两个 
賴以我们得到 Ribajico^ir 定理： , 

j 

如果存在三个曲面各与一个圆汇的所有双参数圓直交 
这种曲面玲有单参數族之多，于是 闽汇变 为法® 汇. 

这时，令 t 


( 12 ) 


么 


“便可改写 ) 为全微分方程 

I 

4 

di ― (at 2 + bt + c)du + (a f t 2 +b 9 1 + & ) 

式中的函数 • 从得下列 定理： 

■ 

在一个法国汇里，凡与双参数族圓直交的四曲面同汇里的备 
圃必相交于常交比的四点. 

设汐是法圆汇的一个直交曲面 r («, v ), 参数曲线是曲 面的曲 
串线， E,F = 0 ,G 是第一基 本量，而且丑,,尽是两主曲率半径 

么，下列二向量函数 




2 


( 13 ) 


f 


那 



(14) 


r u , X 


Xl = V ¥ 

必须满足 Rodriques 公式 [§ 16. 1，公式 (3) 和 (7)] 






n 


V 


u 


Ri 


和 


1 E y *- 


9 X { 


h $ n ， 


dX { 


x 


u 




Rx 


dU 


m 


(14 ; > 


1 d-/G 

JE ?u 


i dj e y dX t 

厂 u ^dtT 


dX 


2 一 


X t 


R 


dv 


式中 n 表示曲面没的单位法线向量. 

通过汉 的各点 p ， 当然有圆汇中的一个圆.设这圆所在平面 

与 P 处的切平面的交线 （ S 在 P 处的切线)同叉，构成角炉,而且圆 

■ 

的 半径为 r , 则圆心的向径 A 决定于方程 


r t = r+r(X!cos9 + X 2 sin9) ( = c) 


(15) 


从 (8) 得知这时 


= XiCos(p-\- X^sing?, 


(16> 


于是 


= %/ E cos^> + ， ClCyt C? sin 炉 + 

dV 

I 

* 

T^J G . 


ac 


rV E 


c M = 


c 


COS99 , 


sintp ^ 


V 


R 


2 


— — ab v =— 

11 


m 


sixitp . 


v 




—ab 


cos<p 






u 




这时，微分方程 (9) 变为 

d9 — F (sin^)f— r u + —coscp 


) 


^ V 芯 （ cos < p)(l + cos 沒 ） rfk 


r 


r 
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、一^百 (sin??)(1 + cos ^) \dv 

/ ^2 」 


4 - (sin9) ( — r v + —V G sin^ 


r 


r 


( 17 ) 


:而且可积分条件 (10)、（11)、（12) 采取下列形式 

d (^/ G sin 炉 


eosqp 


(18) 


du 


2v 


9 / G 


d (\/ E COB(p 


1 


sin 炉 


hJ + 


R 


dv 


^/^ EG /1 1 


^ - 百） • sing? cos 炉 = 0 

I 2 ^ 


(19) 


当所论的曲面次是球面时，备=备=常数，于是 (18) 与 （19) 

打 1 !{% 

变为同一 方程. 如果这个双参数族圆与另一 曲面以 直交，那这族 
必形成法 线汇. 其实，从几何的观察也容易证明这个结果•这是 
由于，&和汇中的所有阖都直交,而且各圆和球面沒也直交，从而 
关于占的反演所作於的对应曲面沒〃也和这些双参数族圆直交, 
于是所论的圆族有了三个直交曲面而成为法 圆汇. 

I 

现在假设 改不是球面. 从 Codazzi 方程[§2 6 ,习题 6] 容易 


导出 


d(^/G \_ 1 d^~Q d /VF> 

9u\ R 2 

又从 （18)、（19) 解〜和 


1 2 ^/E 


( 20 ) 


Rr du ^ 


Jdq > 1 dVY \ 

\ \/ G dv / 


Otg<p —As /E costp. 


r tt = 


Vv = ~ r [ ^^ d 4 r 


( 21 ) 


/ G sinq> 


曲于方程 (18) 表示了 






cosq> 


sin 9 ? 


du + 


dv 
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是全微分，所以存在一个适当的函数0使 




1 


cos<p _ 


f d 


( 22 ) 


a/(? 


i di ) 

tp dv 


sin(p 


从 (19)、（20) 和 (22) 得出 

3 2 分 _Sin %/E dip T d\n\/G di/f 

dudv dv 


(23) 


du 3u dv 


反过来，设 W 是偏微分方程 (23) 的任何解.令 

1 /d\n \j) 


- 2 _ 1 ( 9lnJp 

E\du 


= yln ^ 


U4> 


+ 士 


r 


G 


dv 


— T— dhij ) 

E au 


r 9 ln ^ 
*\f G 3v 


(25) 


COSfl?= 




又令 


«, 我们便可改写 （17) 为 


d 


= l^ ln i + ^ l； in ^ + M ； ln i + i i 


dv. (26) 


积分后，便有 


丄 ㉝ 

R\ du 


▲ + 去 聲扣)| ， 

式中 C 是积分常数.最后方程表示了直交曲面，于是决定了一个 


(27) 


0 


法线汇.换句话说， 

定理给定了 一个曲面沒，我们在它的各点总是可引 一 个直交 

卸，使全体双参数族的圆构成一个法圆汇. 


拟球与法圆汇 


现在考察各圆有一定半径的法圆汇.这时 , r = 常数，我们可 


把前段公式 (21) 改写成 
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d(p \/ E sin<p , 1 o\/E 

一 丁 /1 3v ， 

i d^/o 


T 


( l ) 


\/ G 


却 _ 


cos ^? 


Of 


dv 


m 


这组偏微分方程的可积分条件是 

d^y g 、 


r ^ w ^ o^r 


9 


9 


( 2 ) 


一 l ^ W £ lu 


然而，最后方程 表示了，所论 的曲面 s 具有常 总曲率 一+, 即拟球, 


所以我们得到下列的 Ribaucour 定理： 

如果一个法圆汇的圆半径是常数 r , 则与这圆汇相直交的单参 
数族曲面都是拟球，而且各似球的总曲率等于 

汇圆的中心的 向径为 


— T-J- t(X\ coscp + X 2 s in <p) • 


(3) 


关于 《 对它偏导微， 


^= r tf + rf ?^ cos 奸绎 L sin 炉 


d 


m 


+ ri — Xisin<p-\- X 2 cos©)^^- 

3u 

从前段公式 04') 和本段公式 (1) 易证 

( X 2 cos ^— Xisin ^)^-^ = 0* 


(4) 


同样,我们有 


CX 2 ^osq> — Xisintp)-—- — 0 


dv 


方程 ( 4 ) 和 (5) 不外乎表示，圆汇的各圆心轨迹在各圆心处和各圆 

所在平面相切. 

■ 

■ 

另外，把 各圆心与曲面 汉 上的对应点违接起来的直线，必构成 
一 个法直线汇. 



H72 


实际上，所连接成的直线不仅通过曲面上的点 r , 而且它的方 
向单位向量是 


cos^ + X2Sin(p 


这个线汇要成为法线汇，充要条件是 [ § 33. 2] 


9 


r u ^R = r v ^ R , 


3v 


dU 


或者按前段公式 (14') 和本段公式 （1) 改写为 




sin 炉 


— sin 沪 


― —— cos<p 




dv 


2v 


+ cos < p ^ Q ^ 




然而，最后等式是成立的，所以这个法线汇的两叶焦曲面是衣和圆 
，心轨迹，而且两焦点间的距离等于定长 r . 这样，我们得到 

定理当一个法圓汇的各圆半径 r 等于常数时，各圆心的轨 

和 ® 所在平面相切，而且这曲面是总曲率—^■的 


迹曲面在 


心 


r 


拉球 


为了补充定理后半的证明，我们选取圆心轨迹曲面的曲率线 
作为参数曲线 At ? 而且令 


Xl = 7¥ ru, Xl 

则所论的圆汇决定于下列 方程： 




r + cod + X^sinO) 


然而，这时成立 


9X x _ L 


9 X 




= 一 X 


0U 


^ / ■ 圓 ■ I ■ 

1 d^fo 


9 X 


_ v 3 X \ 

= — A 2 ~^ r = m 


x , 


dv 


所以前段所述的两条件 (11) 和 (12) 对于所论的圆汇[注意 


c^r 



杂 ：: V y 嫂 : 


都成立.至于前段公式 (10) 则变为 


X 2 ?^)-^-( X^M + CX.rJ (X 2 r v ) = 


9 


t 


3v 


3v 


3u 


即 


i d^/G 


1 3n/ E 


M+n/^G=G 


YiL 


—T 


V ¥ ^du 


3wW G dv 


证毕 


于是所论曲面的总曲率等 于一士 


这定理是 Ribaucour (1870) 所发现， Bianchi 于1879年曾加 


以证明. Darboux 在其著书第三卷给出了他的几何证法.同时 


还证明了下列定理 


在总曲率等于 一4 的一个拟球的切平面上，以切点为中 


心 .r 


为半径作一个圆周，则这®的全体构成一个法圆汇，而且它的直交 


面也都是总曲率等于 ^的扭球 


L 1 ; J 


习 


设一个直线汇的两系可展曲面与它的中点曲面相交于共轭网，试求 


* 


这时的充要条件， 

2. 在曲面各点尸处的切平面上，以/ " 为中心作对应的 Dupin 标形 
[§15. 4], 并且以这二次曲线为底作直圆柱面，各圆柱面的轴称光轴.为使由 
曲面各点处所引的两条光轴构成法线汇，原曲面具有常总曲率是充要条件， 

( Cosserat , 1891) 

3. 证明一个曲面上单参数族曲线的切线全体构成一个法线汇的充要条 

件是： 这族的曲线为曲面的测地线 • 

设双参数族的平面曲线构成一个法曲 线汇. 当变形这双参数族曲伐 

所 在平面的包络曲面，但仍保存切点邻域和有关的位置时，变形后的 双参数 

族的平面曲线也构成法曲线汇. 


4_ 


5. 设一个拟球的总曲率为一从曲面各点 P 引一条切线/且截下 



第三章 


定 \kPQ =r ， 使 Q 的轨迹曲面与尸 <? 相切于认那么 , G 的软迹 曲面也是总曲 
率 一 ^的拟球， 

r z * 

6. 设有三系曲面形成一个三重直 交系. 从一系中的一个曲面各点引经 
过这点的其他两系曲面的交线，则在这点所作交线的密切圆必构成法圆汇. 

(Ribaucour f lfi70) 






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































